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MEMORIE E COMUNICAZIONI. 



SUR UNE MfiTHODE POUR REPRfiSENTER DANS LE PLAN 

LES SOLIDES HOMOGfiNES A « DIMENSIONS; 

Par M. le Dr. V. S h I e g e I, i Hagen '/w. 



Adanansa d«l 9 nov<mbre 1S90. 



I. Je dis qa'un polyidre est homog^ne, si U chaque sommet se 
rencontreot le meme nombre d'ar£tes et de plans. De m£me^ j'appelle 
UQ solide k n dimensions homogine, s'il est limits seulement par des 
espaces lin^res k (n ^ i) dimensions et si en outre dans tddtes les 
figures limitantes qui aient le meme nombre de dimensions se rencotr* 
trent autant d'autres figures de cette espicc (*). 

Un solide homogine h n dimensions est r^ulier, si les figured if 
(n — i) dimensions qui le limitent sont r^uliires. 

n s'ensuit qu'il y a (comme on sait) un nombre infini de figu- 
res homogines (ou r^guli&res) dans le plan^ cinq dans I'espace ordi- 



(*)' Voir sur ces difinitions p. ex. moir M^ofre : Qitel^uirthiorhnirde Ghmi- 
trii d n dtmnuiotts. Bull. Soc math, de France, vol. X, p. 172. 

Eittd^ Ore. MaUm^ t. V, parte i.* — Stanipatoil 31 gennajo 1891. X 
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naire , six dans Tespace h quatre dimensions , trois dans tout autre 
cspace (*). 

Quant aux trois siries de solides homogines qu*on pent poursui- 
vre jusqu'aux espaces i n dimensions, la premiire commence par les 
termes : Triangle, Tctraidre, PentaMroide (Ftlnf:(ell^ cela veut dire: Solide 
k quatre dimensions limits par cinq t&tra^res). La seconde commence 
par les termes : Quadrilatire, Hexa^re, Octaidroi'de (^Acbts^dly c'est-i- 
dire: Solide i quatre dimensions limits par huit hezaidies). La troi- 
si&me commence par les termes : Quadrilat^re , OctaMre, Hexad^6- 
droide {Sech:(ehtiiell, savoir : Solide i quatre dimensions limite par seize 
t^traidres). — Nous d^signerons, pour abriger, ces solides par A^y 5^, 
C^ seton qu'ils appartiennent h Tune ou d Tautre deces trois series. 

Le nombre des figures k r dimensions qui limitent un solide homo- 
gtoe k n dimensions est pour 

5.: 2^"^\n-' 



oh, par exemple , 



^■r_ n(n — i)(n — z) . . . (n — r + i) 

?» ^"^ ^^___^_^_____«___— __— _^— ^— — ^— ^-.^— ^— — — ^ ^ 

1.2.3 ••• ^ 

On doit les valeursdonntes pour A^ct B, k M. Scheffler (**). 
Avant lui d^d M. Stringham avait trouvi les trois valeurs spicia- 
les pour r = I (***). — Quant i la troisiimc ;valeur, il faut remarquer 
que le nombre des figures i (n — r — i) dimensions qui limitent un 



O ^<wV L c, p. X73. 

(**) Scheffler, DU poJydimensionaJen Grdssen. Braunschweig, 1880, p. X49 
et 148. — Foir aussi nion M^moire: Theorie dcr bomogen lusammengesetxten R'lumge^ 
bilde. Nova Acu d. Kais. Leop. Carol. Akademle, vol. XLIV, p. 452. 

(^ Stringham, Rtgdar Figures in n-diinmsional Space , American Journ. 
of M«th.| VoL III, p. 14. 
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solide C. est 6gal au nombre des figures d r dimensions qui limitent 
un solide B,. Done, on tire la troisi^me valeur de la seconde en rem- 
pla^ant r par (n — r — i) et observant que 

Si l*on pose r = « — i, on trouve qu'un A^ est limtt£ par (fi+0 
^,_, , un B. par 2 n S._, , un C, par 2" C,_, , ce qui est tout connu (*)* 

2. Si un solide homogine h n dimensions est repr^enti par une 
suite de projections parnlliles ou centrales^ successivement dans les espa- 
ces ^ (if — i), (« — 2), ... dimensions, toutes les figures obtenues 
restent homog&nes , mais en vertu de la ^ *"• representation les figu- 
res limitantes 4 (n — p) dimensions entrent dans le mtoie espace ^ 
(11 — p) dimensions; done les difF6rents espaces i (w — p) dimensions 
qui renferment ces figures coincident, et restent s6par& seulement ces 
figures limitantes et espaces qui ont moins de (n — p) dimensions. 

Pour que le r^sultat des projections successives susdites soit visi* 
ble ii nos yeux , il faut que soit n — p :=i } ou n — /> = 2. Dans le 
premier cas il s*agit d'une representation dans Tespace (modile), dans le 
deuxiime d'une representation dans le plan (dessin). D'ailleurs, on pent 
supposer qu*aucune des arfites du solide ne se riduise par les projec- 
tions susdites k un point, ni une flice d une droite. 

Quant aux representations dans I'espace , je les ai efFectuies et- 
publi^es , il y a quelque temps , pour les solides r^guliers et pour le 
prisme quadrilateral de I'espace k quatre dimensions (**). — Dims ce 
qui suit je vab d^montrer comme on peut repr^senter sur le plan tout 
solide homogine h un nombre quelconque de dimensions. 

3. Pour rep/esenter un solide homogine ^., il suffit de construire 
im polygone h (n + i) sommets, dont les angles sont tons concaves, 
avcc toutes les diagonales. Cette figure contient (n+ 1) sommets, (n+ 1)** 



O Stringham, I. c, p. 14. 

C*) Collection de modules math6mati^ues , Sine XV , I , la , I^. L; Brill. 
Dansstadt. 
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afctcs (a diagoiulesX (« + i) ' triangles, (« + i)-* repnhnitankmi <k 
tea-acjr.-s, cnaa (n -r i)-^'*'^ representations Je figures i r dkncnsioos 
proprcs 1 limlter un soliJ;: A,. Or si Ton desigoe les sommcis d«i 
polygons par Its noinbres i, 2, j , . . . (if + i), et gininileiiiem une 
fiXJTc a r dim^sion> liinttaac U so'.tde «4. par une combinaisoQ de 
('' + ly** classe, for:nce dc ce> (« -f elc.ncnis, on trouve qu'cn 
cffct toutcs Ics (fi + i)-^'*"^ figures Umkantes dc A^ soot reprbenties 
prociseoieot par Tensemble de ces combinaisons , et, par ooosiquciit. 
de m^nc par Ics figures paniales renfenu6es dans le polygooe ct for- 
in&rs dcs droites tracees cntre Ics points i, 2, 3, . . . («+0 commc 
aretes ou diagonales. Par exemple, la figure (i» 3» 4^ 5) est un titia^ 
drCy repr&ent^ dans le plan par un quadrilat^re avec scs diagonitcs, 
*\om Ics sommeu sont les points i» 3, 4, 5 du polygone susdiL 

D'ailleurs, ce polygone reprisentc , non seulement l*€Bficmble des 
figures limitantcSy mats encore avec autant de pr^isioa la connexion 
qui esiste entre elles. Pour comprendre ce fait, il suffit d*imaginer que 
Ics (11 4- i) sonunets du polygone se soicnt trouvfepriniitivementdans 
Tespace i n dimensions, d'ofi ils ont passi au plan par (u — a) pro- 
jections. Alors le polygone aurait M au commencement le nuxide exacte 
d'lm solide A^. Or il est clair que, par le procMe de projection , la 
connexion qui existc entre les figures limitantes n'est point ak^r^ 
Done le polygone, obtenu par ces projections, represents encore cette 
connexion. 

« Enfin on sait que tout quadrilat^re avec ses diagonales peut £tre 
regard^ comme repr^ntation exacte de cenains t^tra^res. Analogue- 
mcnt on conclut que tout polygone de Tespece susdite peut tee re- 
garde comme repr^entation exacte d'un certain solide homogtee 1 u 
dimensions. On peut s'imaginer h volont6 que ce polygone r£sulte de 
prcj ctions centrales ou paralleles. 

La figure i a reprcsente le cas « = 4 (pentaddroide). La figure i b 
niontre le m£me solide dans la projection ordinaire. (Voir Nova Acia^ 
\. c. Tab. XV , Rg. 10). Les cinq titra^dres limitant le solide sont 

(1234), (2345), (34SO> (4Si^)> (5123). 

4. Si Ton vcut repriscntcr dans le pbn un solide B, , on inscrira 
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i iin «rclc tin polygone r6gulier (*)* k a* arStes. D^s'^gnons ccs arfr- 
tcs;i tour k tour, par les nombres i » 2 , 3 , . . . 2" Alors ii £iut tra- 
cer deux diagonales {>andliles entre les sommets de deux aretes oppo- 
ste [par exemple i et (1 + 2'"')], et routes les autres diagonales paral- 
Ulesi<rUQg<LOn <ip6rerademdmesurlcsartee5(i-f 2*^)et(i +5.2""*) 
iquidistantes avec les pr6c6dentes. Puis on joint les sommets voisins 
de ces <]uatre ar&es par quatre diagonales qui forment, avec ces ar£- 
teSy un octogone et sont paralliles deux k deux. Au dedans des qua • 
ere segmenCs du cercle fomi&i par ces diagonales on trace toutes les 
diagonales parall^es k celies-ci. On ajoute aux quatre aretes en que^ 
sfiioQ les quatre arAes ioterpos^ (i + 2""^')t (i + 3-2""')» ('+5-2"^0» 
(f + 7-2*"')» ^^ forme avec toutes les huit aretes un polygone il sciro 
ac)3ies en ajoutant toutes les diagonales qui manquent encore, et Ton 
trace; au dedans des huit segments circulaires forrn^ par les demi^res 
diagooalesy toutes les diagonales paralliles k celles-ci. — Enfin on pour- 
suivca cette s&'ie de constructions jusqu'd ce qu*on obtient un polygone 
k 2*~' ar£tes qui ne donne plus lieu k la construction de diagonales 
paralliles au dedans des segments circulaires. 

Les ar£tes dont il faut joindre les sommets tour k tour^ pour obte- 
Du- le polygone auxiliaire de 2^^ ar^es, sont donnies par Texpression 

I + s.2*^ 

oa il £iut poser pour s tous les nombres entiers de i jusqu'i (i**— 1), 
et pour r tous les nombres entiers de i jusqu'i (n — i). 

La figure ainsi obtenue repr&ente exaaement un solide B^ et con- 
tient 2" sommets, 2"~*.ff arfites, 2"~*. »•* faces (ayant la forme de tra- 
pse) et ainst de suite. On pourra verifier ce fait par T^numiration dans 
les cas spiciaux. De m^me on verra que les autres conditions d'une 
rcprfaentation exacte sont accomplies. 

La figure 2 a repr^sente le cas m = 4 (octaMroide). La figure 2 b 
moQtre le m£me solide dans la projection ordinaire. (Voir Nova Ada 



(*) La coodkioa de r^u!arit6 a*est gu&re indispensable, mais elle ^l^ve la per- 
spiputd de la figuse. 
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1. c. Tab. XIX, Fig. 25). Si nous disignons une face par les nombres 
de deux arStes opposies et un hexaidre par les nombres de deux faces 

opposies, les huit hexaMres limitant le solide sent : 

■ 

(i-9> 5-i3)> (2. 8,x6.io), ( 3. 7, 15. II), ( 4.6, 14.12), 
(2.8, 4. 6), (8.10, 6.12), (10.16, 12.14), (16.2, 14. 4). 

J. Voici encore une autre mithode, pour repr&enter dans un plan 
les solides B^. Supposons qu*un point qui s'avance laisse une trace visi- 
ble. Alors la trace d*un point B^ estle segment de droite B, (Fig. 3). 
De mftme on obtient par le d6placement parallile de B, dans un plan 
le parallilogramme B,, ensuite par le mime mouvement du parallilo- 
gramme da.is le mime plan la representation d'un cube (B^), due au- 
trement i la projection parallile. Or, si Ton poursuit i diplacer cha- 
que fois la figure obtenue comme auparavant, on obtient les represen- 
tations des solides B. , savoir B^ , B^ et ainsi de suite. U faut done 
n mouvements, en commen?ant par le point, pour cfFectuer la repre- 
sentation du solide B.. 

On obtiendrait ce solide lui-mSme, si chaque figure B^ qui prend 
origine d'un diplacement, sortait, au moyen du nouveau d^placement, 
de Tespace i r dimensions et entrait en celui de (r + i) dimensions. 
Voili ce que nous avons seulement suppose h regard de B^ et B,. Mais 
on voit aisement que la restriction du mouvement au plan n'ahere point 
ni le nombre des figures engendrees par les mouvements divers , ni 
leur connexion. Done la figure obtenue • par cette autre methode repre- 
sente, comme la precedentc, exactement le solide B^. 

La figure 3 represente le cas n = 4. Les mimes arites sont deno- 
ties par les mimes nombres dans les figures lUy 2b ct $. 

6. Comme les solides C, sont reciproques aux B^, le nombre de 
leurs sommets est egal h celui des figures a (ft — i) dimensions limi- 
tant les B,, c*est-i-dire 2.«'^*"*^ ou 2 n. Pour representer un solide de 
cette espice dans le plan , on construit un polygone regulier (*) i 2 « 

(•) Foir U note prdc^deote. 
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spminets avec toutes les diagonales, except^es celles qui joignent deux 
sommets opposes. Alors cette figure repr^sente un C,. D'abord elle a 2 if 
sommets. Puis il y a entre ces points (2 n)'* — n arfites et diagonales, 
ce qui est ^ai ^ 2n{n — i), et on obtient la mdme valeur en posant 
r= I dans Texpression ginirale (voir n" i): 



Ensuite le nombre de toutes les faces (triangles) que la figure ren- 
ferme serait (2n)*', si Ton avait trac6 toutes les diagonales. Mais avec 
chaque diagonale la figure perd {in — 2) triangles, ce qui fait n{2n — 2) 
triangles pour n diagonales. Done le nombre des faces est en eflfet 

(2n)'' — 2n(n — i) = a'.n-', 

ce qui suit aussi de ^expression gte^rale, si I 'on y pose r = 2. — Enfin 
on pourra verifier ais&nent, par le proc£d6 d'^um^tion, que le poly- 
gone renferme ^alement les autres figures limitantes du solide C,. 

La figure 4 a repr&ente le cas n = 4 (hexad^^droide). La figure 
4& montre le m£me solide dans la projection ordinaire. (Voir Nova Acta, 
1. c. Tab. XV, Fig. 11). Les seize t^tra^es limitant le solide corre* 
spondent aux seize combinaisons (i, 2, 3, 4) des sommets que cha* 
cune des deux figures contient. 

7. Tout compris, on voit que les mithodes expos^es dans les n**' 3, 
4,6, sont fondles conformiment h la repr&entation des sommets 
d'un solide k n dimensions au moyen des sommets d'un polygone. On 
peut remarquer qu'il suffit de placer ces sommets dans Tespace 4 n 
dimensions (sans changer la connexion 6tablie entre eux par les droites), 
pour changer la figure plane en solide homog^ne & n dimensions. Sur- 
tout ce solide sera rigulier, pourvu que la disposition des sommets dans 
I'espace convienne 4 cette condition. 

Pour les trois autres solides homog^nes 4 4 dimensions on pour- 
rait bien trouver une repr&entation semblable aux pr6c&lentes, mais le 
nombre de leuis figures limitantes est si grand, et la connexion de ces 
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figiires est si compltquie qo^on ne pem pas juger utile dereprfeenter 
dans le plan ces solides , auxquels il n'exbte d\iineurs rien d'analo* 
gue dans les espaces i plus de quatre dtmensions. 



Hagen \/yr^ septembre 189a 
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INTORNO ALLA RAPPRESENTAZIONE DELLE FORME Bp^A]ME 

CUBICHE E BIQUADRATICHE SULLA CUBICA GOBBA; 

Nota I* di L. B 6 r Z I a r i , in Payia. 



AdonaaiA 4tl 14 dieembrt 1890. 



Sono ben noti i lavori di Voss, R. Sturm, D'Ovidio, Pit- 
ta re Hi, Schlesinger, Lind.em a nn, Franz Meyer ed altri, che, 
pill o meno direttnmente , si occupano della rappreseotazione geome- 
trica delle foraie binarie, specialmente coi punti di una cubica gobba. 
Nel presence lavoro mi valgo della notazione simbolica (*), c nel § I 
trovo alcune propriety del jacobiano di una quadratica e di una cubica, 
dalle quali discende una costruzione geometrica del medesimo, che non 
trovasi nei lavori da me conosciuti. Nci due paragrafi successivi mi 
pongo sempre dal punto di vista del sig. Pittarelli, cioi riguardo i 
coefficient! di una forma binaria cubica come coordinate oniogeoee.di 
un punto dello spazio : nel § II determino, sotto forme che mi sem- 
brano notevoli, Tequazione della superficie gobba di 4" grado formata 
dalle corde della cubica nppoggiate ad una retta (issa, deducendone una 
proprietc^ che non credo ancora osservata; e nel§IIIconsideroUibrma 
.biquadratica ed il sistema simultaneo di una cubica e di una biquadra- 



(^ In tutto il lavoro sono usati i simboli che si trovano ncl-a TbeorU iir hU 
naren algtbraischen Formen di Clebsch, la quale verri^ chiimata sempliccmente 
Tbeorie. 

Rend, Grc. MaUm,, t. V, parte i*— Sumpato il 31 genoajo 1891. 2 
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tica, e trovo il significato geometrico deirannullarsi di alcuni fira i prin- 
cipali invarianti e covarianti appartenenti al sistenia completo. In par- 
dcolare, ottengo cosi le equazioni di tutte le principal! forme geome- 
tricbe a cui & giunto il sig. Sturm nelle sue belle ricerche intomo alia 
rappresentazione delle forme binarie biquadradcbe , ci6 che mi porge 
altresi occasione di dedurre , come conseguenze pressochi immediate, 
alcuni teoremi dovuti alio stesso sig. Sturm ed al sig. Meyer. 

Sembrami inoltre non privo d' interesse notare come in questi due 
paragrafi sia ass^nato il significato geometrico di alcune forme inva- 
riantive di sistemi composti di pih di due forme binarie. 

Neirultimo paragrafo vengono infine studiate le forme cubiche apo- 
lari di una data biquadratica^ e ne sono stabilite in modo semplicele 
propieti fondamentali gii note , insieme con qualche altra che credo 
nuova. 

SI. 

I. Siano date una quadratica /= a* = ^^ = . . . , ed una cubica 
9 = «J = Pj = . . . , c sia 

il loro jacobiano. Di questa forma si ha facilmente (*) la polare 

(0 <2r, = (tf a)<tf, - A.(aay(yx)«, , 

da cui si ricava 

(2) ^^^=(^«)«,«<^,- y (^«y(^y)«<— y(^«y(^Ov 



O V. Pittarelli, U cwicbi $ U form htnaris quadrattche $ cMdi$(i3m^ 
nale di Matetn., 1883 , vol. XX[, pag. 37). In questo lavoro h stadiata la forma 9 
in vbta delli rjppresentazioue sopra una conica, e ne sono calcolati I'hessiaoo ed il 
discriminante, ai quali si pu6 agglungere il covariante cubico, che trovasi fadlroente 
essere 

C = -L £Z)^ L Epf- ^p^ + ^ DUp. 

Per Iq notazioni adoperate in tutto questo paragrafo v. la Thioriiy % $9, 
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Cominciamo coUo stabilire una relazione che ci tomeii utile fra 
poco. Abbiamo 

ossia, aggiungendo al secondo membro il termine idendcamente nulio 

= 2 a.(A fi)(Aa) 2.«. = 2(A 0(Aa) (Xa.. 
Di qui, se nella nota fonnola 

poniamo y^:y^ = A^: — A, e moltiplichiamo per 2(^d)a^y segue 

EQ — ^r = 2(a A')(AA')(Atf)«;a„ 

ossia, scambiando A con A' e prendendo la semisomma dei risultati : 

EQ — ^r = (AA')<a,{(« A')(Atf) - («A)(A'a)] 

= (AA7(«a)a;a, = — J?X 
Si ha dunque la relazione cercata (^ 

(3) R:j + EQ — ^r = o. 

2. a szTk anche utile di trovare la forma che uguagliata a zero 
fomisce i tre conjugati armonici d^li element! di 9 rispctto ai due ele* 



(*) Essa t un caso particolare di una (ormolz octenuta per via afFitto di flcf c ntc 
(mediante verificazione sulla fortni c.iaoni:a) dal sig. Tore Hi nela Nat4 Sul ti^ 
sttma di piu fjnue binarU cuNche (Rcndic. deirAccaJ. di sci^nze fis, e mat, di Na- 
foli, 10 ottobre 1885). 
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mend di /. A tal fine si indichino con X,, {*,,■ v, i fiitcori lineari di f , 
di modo che si abbia 

AUora la forma cercati x ^ rappresentata da 

X = Xi = (^^)(*f^)(^^)^x K^z^ 

Per eliminare \ pt, v da questa cspressione ed introdurvi il sim- 
bolo a ricorriamo alia formola scguente doviua al sig. Pascal (*): 

Poncndo in essa *,:*,= a, :—/»,, ^,:y,=*.:— *,, ;:,:v,=<:,:— c., 
e moltiplicando per a^b^c^ , ahbiamo 

-(aX)(*(t)(ev)a,ft.f, = (afl)(«*)(«e)fl,fr.<:.+ 

+ y[(*0(t^v)(Xfl) + (ffl)(v>)(ft/i) + (.ab)(\ii)(yc)]a,b,c^ 

Ma ciascuno del trc uliimi termini 6 manifestamente nullo, dun- 
que sar4 

Per csprimerc qilteto covariante niediante le forme fondamcntali 
del sistema di / c 9 poniamo nella (2) y^\y^^='b^. — b^^ ^,-\a = <*»• — ^1 
e moltiplichiamo per b^c^x 

3 3 

Di ipUy ostervando che i due ultimi termini diventano uguali coUo 



.■., . 



n^ttCftli SkO* rM lanl t M un'mnica * di una cubica (Giornale di Mate' 
ill7» wL IXV, % Vllt). 



IMTORNO ALLA RAPPRESEirrAZIO:<E OELLE FORME BIHARIE, ETC. 13 

icambio di ^ e <:, risulta: 

X = (^ *) (^ *x ^«. — y (« «y (« <=.- K 

Ma se nella (i) scambiamo y con ;t e poi fslcciatiio y/.y^mJ^^i^b^, 
otteniamo 

(:,i)»i = (fla)(«*)'tf, + y (aaY(«*)*, = j-?. 

Dimque iinnlmelKte 

(4) X = f7/-v^^. 

3. Dalla 

si deduce 

(:r0' = (fl«)(fl0(«0*=ro, 

poich^ il secohdo membro h ci6 che diventa la fotma identicametite 
nulla {Theorie. pag. n6) (ai2)XQx quando si ponga Xj:;Cj=a,: — a^. 
Pertanto : le forme n t Q sono apolari 

In modo analogo si dimostrano le relazioni 

(9, Ar)3 = o, (C, A^jiao, 

ed allora dalla (3) si ricava pure 

(2r, Ar)3=o, 

ossia la (unica) forma atbica apolare allc Ire forme ctibiche ?, 2, ^ ^ 
// prodoUo Ar. 

La forma q i la seconda polarc mista (la polarc ncl senso del si- 
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gnor Reye) di f rispelto a 5r, poichi alia fine del n** precedente si 4 
trovato 

Segue allora da un teorema generale del sig. Sturm (*) e si di- 
mosirerebbe del resto senza difEcolti anche direttamente, che 

(:r, qf)^ = o. 

E dalla (4) risulta quindi 

(^> X), = o • (x» y A = <>• 

Dunque la forma ^ I apolare a ciascuna ddk 'quattro cubicbe Q^ 
Ar, }^, qf, di cut sia le prime due^ che le due ultime sono pure apolari 
fra loro. 

Si trova inoltre agevolmente : 

(5) (<lf,Q), = M, (X. 0, = Af, 

epper6 dalla (3) si ha : 

(6) (qf, Af), = EM, (X, Ar), = EM. 

Abbiamo pure: 

Ma (**) si ha la relazione fondamentale : 

Inonde 

(J2, Q/>),=-(/i«)((2a)'(!2A) = 0. 



O Sturm, DarsUUung bindrer Formen anf der cubiscben Raumcurve (Giornale 
di C relic, 1879, Bd. LXXXVI, pag. 119). 

(**) Gordon, Vorlesun^en uber InvariunUnlbeorie^ Bd. H, pag. 326. 
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Infine 

(Or, ^), = (OayC-*) = - (r«)(^ W(M)' 

= -(A^)(Ar) = (rr') = 0, 
ossia : 
(7) (2.0^)3 = 0, (9, Or),=o. 

4. ConsiJcriamo ora una cubica gobba C,, a cui sempre ci rife- 
riremo nel seguito , e scegliamo il letraedro di riferimenio e Li deter- 
minazione parametrica in guisa che le coordinate di un punto della curva 
siano espresse, mediante un parametro o), dalle formole: 

X, : ;c, : ;Cj : x^ =1 w' : 0)* : ft) : i. 

Qiiameremo N il sistema nullo determinato dalla cubica , ed N 
il complesso lineare formate dalle rette reciproche di sft stesse nel si- 
stema nullo. 

Data una forma binaria / di grado n , rappresentiamo mediante 
n punti della cubica (che diremo punti /) gli n valori del parametro 

(*) che annuUano /; se in particolare 11=3, chiameremo piano 

J il piano passante per i tre punti /. 

Le propriety trovate nel n^ precedente ci dinno allora il teorema 
seguente : 

La retla comtint at due piani ^r e Q, e quella comune ai due piani 
X ^ ?/ ^p^^^gono al complesso lineare N; i quaitro piani , e quindi 
le due rette, si incontrano in un medesimo puntOy che I il fuoco del piano 
^ nel sistema nullo N, mentre il piano ^ I il piano delle due rette stesse. 



(*) Segaendo il sig. P i 1 1 a r e 1 1 i (La cubica gobba e U forme binarie quadra- 
iUbi i cubicffCf Giornale di Mateni., 1879, vol. XVII, sped ilmente a pag. 274 e 276), 

assatniamo come parametro di un punto (che diremo x) ^ in luogo del rap- 

porto — ^ comunemente usato, soltanto per aver maggior comoditi oel calcolo sim- 
bolico. 
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looltre, dalle formole (7) segue una costruzione dci punti p ed r, 
basata sulla conoscenza dei due punti O , e difierente da quella data 
dai signori Sturm e Pittarelli: il punto pclattr^ainUrstT^iontdella 
cubica col piano passanU per i due punti Q e per il fuoco del piano Qj 
ed il punto r h la terT^a interscT^ione delta cubica col piano passanU per 
i punti O e per il fuoco del piano 9. 

J. Se col sig. Pittarelli (*) riguardiamo i coefBcienti della cubica 
(p come coordinate di un punto a delio sp.izio, h facile riconoscere che 
VequaT^iom ^^ ^= rappresenta il piano che tocca la cubica nel punto x 
e la taglia nel cofijugato arvtonico di x rispetto ai due punti /. Invero, 
St y h questo conjugate armonico, sarii 

a^a^ = o ; 

d'altra parte il piano che tocca la cubica ael punto x e la taglia ad 
punto y ha I'equazione (Pittarelli, 1. c, pag. 265) 



«y a* = , 



ed eliminando y dalle due equazioni si ha appunto 

iacL)aX = ^l = o. 

Ci6 fornisce un'ahra propriety dei punti ^: essi sono i punti di 
cpntatto dei piani passanti per il fuoco del piano 9, e tangenti e se- 
canti la cubica in due punti conjugati armonici rispetto ai due puati/. 
I punti di ^secamento di questi piani si otcengono eliminando x dalle 
due equazioni precedenti, e sono rappresenta ti dal covariante 2pf — Z7f . 

6. La costruzione dei punti :» esposta nel n'' 4 non regge quando 
sia Af = 0, poichi in tal caso le (5) e (6) mostrano che i piani Q, 
X, qf c Ar forroano un fascio, al quale appartiene anche il piano X 



O y^i il secondo kvoro giii ciuto, GiornaJe di Maiem,, vol. XViI> al quale 
sempre alluderemo in ci6 che segue. 
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Ricorriamo allora alia seconda rappresentazione tipica data dal C 1 e b s c h 
a pag. 391-392 della Theorit per ilsistema di/e <p: neiripotesi M=o 
essa diventa : 

V9 = (TEL-N)(3r'-^Rpy, 
per cui, a meno di fiittori costanti, avremo : 

f=Fr^+Np\ 

A = 2 r' + Rp\ 

(2 = (2f'-3i?/)0r, 

is = [2 Fr^ — (4N + RF)p']r, 

^—pr. 

Nel caso presente, essendo M=z(^r) = — (px), il piinto y coin- 
cide con r, ed il punto s con />, epper6 Tasse m del fnscio nominato 
incontra la cubica nel punto r. Dairultima delle formole ora scritte si 
deduce che i punti p ci r costituiscono la coppia conjugata armonica 
comune alle due coppie di punti / e A. 

In particolare la retta m h quella che unisce il fuoco del piano 
Q col punto r, ed appartenendo al complesso N essa glace altresi nel 
piano che oscula la curva nel punto r: la unica tanger.te appoggiata 
ad m & quella che tocca in p. 

La retta associata ad m (*) deve quindi passare per p^ e dovendo 



O I^'O V i d i o, Studio sulk cuhicbe gobbe etc. (Mera. della R. Accad. delle Science 
di Torino, serie 11, t. XXXII, 1879, pag. 37). Un sonto di questo lavoro fu pub- 
blicato nel vol. XVII del Giomak di Matematiche, 

Htud, Cure. Matem.y u V, parte i* — Stampato il 31 gennajo 1891. 3 
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inoltre conteaere i punti congiunti dei punti di m , sarii la retta che 
unisce p col fuoco del piano 9. 

Pertanto neiriperboloide formato dalle corde della cubica, che uni- 
scono le coppie di punti conjugati neirinvoluzione avente p ed r per 
punti doppi^ sono generatrici di uno stesso sistema le corde che uni- 
scono i punti /, i punti A, i rimanenti punti j2> ?> X ^ ^> ^ '^ ^"" 
genti in ^ ed r , mentre la retta m e la sua associata appartengono 
all'altro sistema. 

Per determinare completamente il piano ^ consideriamo nel fascio 
m la projettivitii nella quale sono uniti il piano che contiene i punti 
9 ed il piano che tocca in p c taglia in r, ossia i piani 

(Gr'-Rpy, p'r 

e nella quale al piano contenente i punti A corrisponde quello conte- 
nente i punti Q, cio& nella quale si corrispondono i piani 

(2r*+l?/)r, (2r»-3 2?/.»)r. 
Rappresentando il fascio di piani coU'equazione 

r' — X/>V = o, 
I'equazione della projettiviti^ 

4X + 2V — ie=:o, 

e mostra che al piano osculatore in r corrisponde quello che h conju- 
gato amionico del piano contenente i punti A rispetto ai due piani H 
c p*r\ mentre al piano contenente i punti f corrisponde il piatio :s. 

Nella stessa projettiviti il rapporto anarmonico dei piani doppi e 
di una coppia di piani corrispondenti ^ 

(?, P r, Jr, s; _ ^ , (x>, — -p, j^ — J _ — - , 
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e ci6 fomisce un altro aspetto sotto cui si pu6 presentare la costru- 
zione del piano ^ nel caso che stiamo considerando. 

£ inutile dire che le stesse considerazioni si possono fare sostituendo 
alia retta m la sua associata : nelle formole che d^nno le equazioni dei 
van piani basta sostituire un fattore /> al faltor comune r . 

La rappresentazione tipica adoperati non h valida quando , oltre 
ad M, sia nuUo anche L; ma , non presentando questo caso veruna 
difficolci, non vi ci sofFemieremo. 

Piuttosto i da osservarsi che, dopo i lavori dei sigg. Sturm e 
Pittarelli e dopo quanto si i esposto nei humeri precedent!, pos- 
siamo dire di super costruirt hUii i covarianti fondamentali del sistema 
di una quadratira e di una cubica, quando a sostegno della rappresen- 
tazione si assuma una cubica gobba. 

§n. 

7. In questo paragrafo troveremo Tequazione della superficie gobba 
di 4^ grado generata dalle corde della cubica appoggiate ad una retta 
fissa (*), e da essa risulteri una propri.ti, credo non nota, della super- 
ficie medesima. 

Considerando 11 fascio di cubiche 

A tJ ~y~ A_ OCjj ZZZ Kj^ — M nx -— ■ • • • J 

ognuna di esse, uguagliata a zero, determina tre punti della curva, ed 
il fuoco del piano dei tre punti 6 il punto i, avente le coordinate k\ , 
KK* *i *i > K' A.1 variare del rapporto \:\, questi fuochi descri- 
vono una punteggiata. Ora i due punti, in cui la corda condotta per 
UQO qualunque di essi taglia la cubica , corrispondono ai valori di 

2. cbe sono radici dell*equazione (**) 

(*) Questa rigata h la stess.i di cui si vale il sig. Sturm ncl n^ 15 della rae- 
roorii citata. 

(•♦) V. Sturm, 1. c, n° 7; Pittarelli, 1. c, png. 277; D'Ovidio, I. 
c„ n** 8. 
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Le equazioni di qiiesta corda sono (*) : 

(kky{kA){k'A)A^ = o , (kky{kA)(k'A)A, = , 

dove le A sono simboli di una terza forma cubici ^^J =: 5* := . . . , 
e rappresentano le coordinate x^ del punto corrente, talchi si ha 

X^', X^ I X I X :z3 A^ . A^ A^ I iij A^ I A^, 

Per avere Tequazione della superficie si deve eliminare il rapporto 
\:\ fra le due equazioni precedenti. Ora, ponendo col Clebsch 
(^TbeoriCf § 6i) 

abbiamo 

per cui dovremo eliminare \ : \ fra le 

x; (A ^)' A, + 2 \ \ (e Ay a, + xi (v Ay a, = o. 

Si ottiene cosi I'equazione 

[iiiiAy(vBy(AR)Y + 4(A^)'(«iJyc-4/i)(T cy(^'Dy(CD) = o. 

Ora abbiamo 

(A ^)' (V fi)* (.-/ i?) = |(^ B) [(A ^)' (V /?)' - (A By (V ^)'J 
= ^(ABy(^v)[(^A)(yB) + (\BXvA)]=:=iABy(lvK^A)(yB). 



(♦) P i 1 1 a r c 1 1 i , 1. c, pag. 272. 
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Chiamando S I'hessiano di A], ossia ponendo 



^vremo : 



(A Ay (v 5)' (^ B) = (A V) (A X) (V ^), 

(A ^' (e By (^ B) = (A e) (a X) (e i). 
(v .^y (e 5)' (^ B) = (v e) (v X) (e «)• 

Laonde I'equazione della superficie diventa 

[(A v) (1 X) (v S)]* + 4 (A e) (A «) (e ^). (? ©') (v «')(»' «') = o. 

Poniamo 

e queste saranno ire forme del sistema completo dif=ia] e <p = a*. 
Allora I'equazione della superficie assume la forma 

(I) 4(P^y('S')'+[(^W = o. 

Le equazioni 

(pX)' = o, (7S)' = o, (TSy = o 

rnppresentano (*) gli ipcrboloidi armonici dellc coppie di punti p, c e t 
rispetto alia cubica gobb.j, ossia gli ipcrboloidi generati dalle corde che 
copgiungono le coppie di punri conjugati nelle involuzioni, di cui p, <? 
e T sono rispettivamente i punti doppi. Notiamo inoltre che queste tre 
<oppic di punti sono rispeit. conjugate rrmoniche rispetto a ciascuna 
Jelle coppie di punti A, 0; v> ^i ^> Xy pertanto i tre iperboloidi con- 



(•) Pittarelli, I. c, pag. 288; D'Ovidio, I. c, n. 18 e 19. 
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tcngono rispett. le rette che uniscono le coppie di punti A, 0; v,6; 
A, Xj in altri termini le rette che, oltre alia cubica gobba, sono comuni 
al primo ed al terzo. al secondo ed al terzo dei tre iperboloidi sono 
rispett. quelle che uniscono i punti A e p. La (i) di quindi il leo- 
rema: 

La nostra superficU i di 4** grado ed ha la cubica conu doppia; essa 
h tangcnte a ciascuno dei due iperboloidi armonici delle coppie di puniif 
e <T luttgo la reita che essi hanno rispett. in comune (pltre alia cubica gobba) 
coinperboloide armonico dei due punti r, cioh lungo It rette che uniscono 
rispett. le coppie di punti \ e \, 

8. L'equazione (i) si pu6 trasformare in modo elegante, si da 
rcnderla del grado piCi basso possibile rispetto ai coefficienti di / e 9, 
e si da mettere in evidenza il carattere che essa deve avere, di essere 
cioh un combinante rispetto al fascio \f + \f . 

Partiamo dalla formola seguente, dovuta al Caporali (*): 

Qir=-2(Ae)(ve)-|(Avy, 
la quale, scritta coi nostri simboli, prende la forma 

Prendendone successivamente la prima e la seconda polare si deduce: 

— 6U5>; = 2?:<i; + 2pJ<r^ + 8?.p,<x,(;, + t.'t;» + 2t,t,t;t;. 

Ponendo in quest'ulrima a:, : x, ^ S, : — X, , y^iy^^i'^: — J^ 
si otttene : 

- 6U(3i)*(3S'y = 4(pi^)'('^')' + 8(pX)(pX')(<rX)(crX') + 



(*) Caporali, Memorit di Geometria, Njpoli, pag. 217. 
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+ (t S)' (t' S')* + 2 (t S) (t S') (t' S) (t' S') 

+ (t 8)' (t' S')* + (t 8)' (t' S')* + (t 8')* (-' ^)' — (t t')' (8 8')' 

Da questa relazione edalla (i)si ricava che Tequazione della nostra 
superficie puo scriversi come segue : 

4(P<j)\uy + (TT')\Wy—6a(^^yos^y = o. 

Ora le espressioni di (p<t)* e (tt')* in funzione d^li invariant! 
fondamentali del sistemadi/ef si trovano giii caicohttnelV Invariant 
teniheorie di Gordan (Bd. U, pag. 344)9 e sono 

per cui I'equazione delta superficie diviene 

(u« - 4 u,;)iny- i20(2,S)*(aS7 = o. 

Ma {Theorie^ pag. 228) 

i;„-4t7., = _4/0, 

iaonde, soppresso il fattore 4Q, Tequazione della superficie prende la 
fbrtna semplicissima 

O) 3(2rSy(2rST + /(XST = 0. 

9. I due invarianti (XS')* e (2rS)*(j5X')* uguagliati a zero rappre- 
sentano due superficie rigate di 4" grado aventi una definizione molto 
scmplice. La prima (*) non i altro che la superficie sviluppabile cir- 



O Pittarelii, 1. c, pag. 267; D'Ovidio, 1. c, rP 9. 
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coscritti nlla cubica gobba. Quanto alia seconda, cerchcrcnio m gcne- 
rale il significato deU'equazione 

(3) (iidy(ad'y = o, 

dove 0^ i una biquadratica dau, e A* i I'hessiano di una cubica x|, 
i cui coeificienti si consiJcrjno come coordinate del punto correnie. 
L'invariante chc sia nel primo membro & quello denotato con 2 B nd- 
V Inauguralschrift (*) del sig. Gund el finger. 

Ricordiamo che (**) ad ogni forma biquadratica rappresenuu snlb 
cubica gobba va tinito un complcsso lincare , generato dalle due tra- 
sversali delle ungcnti nci punti di ciascuna dcUe 00^ quateme apolari 
alia forma data. Ora l'cqna:;Jotie (3) rappresenta la superfick gohha di 
4** grado generata dalie corde delta cubica appartentnti a questo complcsso 
lineare. Infatti i paramctri dei punti d'appoggio della corda passante per 
un punto a sono le radici dcU'cquazione 

A: = (apy«.P. = 0. 

D'altra parte, se questa corda appartiene al complcsso nominato, 
i quattro punti di contatto dellc tangenti che si appoggiano ad essa 
dcvono formare una quaterna apolare ad o^. Ma tali punfi a due a due 
coincidono e corrispondono allc radici deU'equazione 



KX=0', 



snr.\ dunque verificau la (3). 



10. Vcdiamo ora chc cosa divonti la superficie (2) quando sia Q — o, 
cio chc ci porgen\ occasione di fare qualchc osservazione sul sistema 
di due forme binaric cubichc. 

Se U = o, ncl fascio ^,/+ \^ esisic (^Theorie ^ pag. 405) una 



(•) Zur Theorie des slmuUanen Systems finer cuhisclien und elner biquaJratiscben 
bindren /vr/w — Siullgirt, 1869. 

(••) La scopcrtj di qucito importjiiic complcsso 6 dovutaal sig. Sturm (I. c, 

n.i 20 e 23). 
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forma che i un cubo perfetto, ed il sig. Gordan ha dimostrato (Jnva-- 
riantentheorie^ Bd. II, pag. 35 1) che essa h il cubo della forma lineare 
in cui allora coincidono p e x. j^ facile trovare quale relazione esista 
fra p e w; poniamo invero 

dove b h una costante che ora determineremo. Facendo la prima spinta 
(Uebtrschiebung) dei due membri sulla forma (/>A)Ay otteniamo 

(/,Ay = i&(/>d)(wd). 
E poichi {TbeoriCy pag. 228). 

la relazione cercata sar& 

Sia (Jt, : (Jt, il valore del rapporto \ : \ per il quale la forma \f-\'\^ 
diventa un cubo perfetto; per cui sar^ 

f*./+{*a? = */>«, 

essendo k una costante che ora determineremo, Ponendo in questa iden- 
titi una volta ;c, : jf, = a, : — a, , ed un'ahra x, : x^ =z a^: — a, , si 
ricava : 

(t.(a«)' = *(/.«)', |x,(««)' = - kipay. 

Pertanto, ricordando ( Theorie, pag. 400) che per Q = o si ha 

(p«.y = JU,^, (pa)' = -2/U„, 

risulta che quando sia nullo Pinvarianie O ba luogo la rtla:^ione 

l7„/+2l7„9 = p!. 

Rod. Grc. Maim,^ u V, parte i^— Statnpato il 31 gennajo 1891. 4 
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Se sui due membri di essa £icciaino b prinu spiota di 9, risoka 

(4) i;„s=(^«)<.^% 



17.,5=^\(VA), 

ci6 che ibmisce la scguente propriety di cui una parte h dovuta al Capo- 
rali(pag. 213 ddle dute Memorie): 

Quando i niillo U, il jacobiano di f e^ si spe^ja ml quaJrato ddia 
forma lituare a cui allora si tiducono p e '7:^ c neUa forma (v^)- 

Per veJcrre a che cosa si riduca b superfide (2) nd caso che stiamo 
tractandoy facciamo la prima c b seconda pobre deUa (4), ed abbiamo 
successivamente : 

Ponendo in quest'ultiou *, : x, ^ 4, : — K* Jt'-yt'^K' — ^i • 
si troTa: 

3[;.,(si)'(»«T=(/>«)(*«y(^^'y + 2(/>.)(«»)(«>')(^*)(p*o 

Sostituctido nelb (a), Tequazione delb superfide diventa 

(/)«)(««y.(pJ'y = o, 

ossia 

per cui ; w U = o, la nostra suptrficie si spti:ia nel cono (^ X)* = o dfe 
projetia la cubica dal punto p, e ntlVipcrboloidt armonico dd due pwid 
T, propricti dovuta al sig. Sturm (1. c, pag. 133). 
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Sm. 

II. In questo paragrafo studieretno specialmente la forma binaria 
biquadradca ^ ed il sistema simultaneo di una cubica e di una biqua- 
diatica. 

Data b biquadradca 

/ = a^ + ^bx\x^ + 6cx\x'^ + ^dx^x\ + «xJ = fl^ = *J = .. . , 

il complesso lineare F reladvo ad essa (considerata come equazione ri- 

spetto al parametro ^ K e di cui gi^ si h £itto parola nel n. 9, 

ha per equazione (Sturm^ I. c, vP 20) 

ossia introducendo i simboli di / e ponendo in luogo delie p^ le loro 
espressioni mediante le coordinate di due pund della retta: 

«I(*.y« — x,y,) — 211, a\ix^y^ — ^,y,) + 3 a\a\(x,y^ — x^y^) + 

In luogo delle x^ ed y^ introduciamo i coefficient! simbolici di due 
forme cubiche A\ ed a^ rispett., e Tequazione precedente, dopo facili 
riduzioni, diverri: 

ossia 

{AoL){Aay{aiay:=:o. 

Tenendo fisse le a ed a e considerando le A come variabilis que- 
sta equazione rappresenta il piano focale del punto a rispetto al com- 
plesso F. I pund comuni n questo piano ed alia cubica si ottengono 
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sosdtuendo nelFequazione stessa le x alle A, epper6 risulta : La forma 
(a*)*fl]z, , I be i tin J dd covarianti cuhici fondamentali del sistema di 
4j «/ aj (v. Gundel finger, I. c, pag. $i), rappresenta i punHin cui 
la cubica gobba i secaia dal piano focale del punto x rispetio al cam- 
plesso F. 

Se in panicohrc z i un punto della cubica, b a] sari il cubo di 
una forma lineare, cio^ sari^ 

cd il covariante che di i tre punti precedenii diventaQjc)^^^*, da cm 
si ricavn il teoroma seguente, dimostrato geometricamenie dalsig. Sturm 
ml n** 26 del lavoro citato : 

// piano fvcalc di tin punto della cubica rispetio alcomplesso F taglia 
ulteriormente la cubica nei due punti che cosHtmscono la seconda polarc 
del punto stesso rispetio alia forma /. 

La relazione 

j;/i* = o 

stabilisce fra i punti della cubica un sistema siminetrico di 2^ grade; i 
punti uniti si hanno poneii Jo ^ = a:, e sono percio i punti /. I punti 
di dirama^jone, cioi i punti x i cui due corrispondenti coincidono, sono 
1 punti della cubica i cui piani focali rispetto al complesso F toccano 
la cubica, e si hanno uguagliando a zero il discriminante di a^al; si 
ottienc cosi Thessiano di /, il che fomisce un teorema pure dimostrato 
dal sig. Sturm ncl n** 26 del suo lavoro. 

I punti doppi del sistema simmetrico, cioi i punti di contatto dei 
quattro piani ora nominati coUa cubica, si hanno nel modo pi£i sem- 
plice facendo uso della formola, dovuta al sig. Cap ell i (*), che di i 
punti doppi di una corrispondenza (2,2) qualunque. Essa h 



3 



O Sopra la corrisponJenia (2,2), etc. (Gioroale diMitem., 1879, vol. XVII, g II). 
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dove nel nostro caso st ha 

F = (abyalbl = H (hessiano di /), 
L = (aby = i, 

Hy = (MfffHlH^ = -±.iH+ -Ljf^Theork, pag. 143). 
I ptmti doppt cercati sono dunque le radici del covarianU 

12. Cerchiamo Tequazione deiriperboloide generate dalle rette 
del complesso F che si appoggiano alle tangenti alia cubica nei punti 
y e ;(. Le equazioni di due piani passanti l*uno per l*una e Taltro per 
Taltra di queste due tangenti sono 



(i) S*«. = 0, «^a» = 0, 

dove u e V denotano gli ulteriori punti che questi piani hanno in co- 
mune coUa cubica gobba; invece Tequazione del complesso F in coor- 
dinate-nssi y^ h (v. n** precedente) 

Se la retta comune ai piani (i) appartiene al complesso F, que- 
st'ultima equazione sar;\ soddisfatta dalle coordinate della retta , cioe 
dai determinanti tratti dalla raairice 






(*) F. Meyer, jlpolaritdt undrationah Curven^Ti^hingeny 1883, pag. 115. In 
quest'opera iroportaote si trovano dimostrati parecchl fra i teorenii 4el si^. Sturm, 
nooght moltbsimi altri. 
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Facendo la sosdnizione ed eliminando poscia dal risultato le »e 
V mediante le (i), si trova Tequazione dell'iperboloide ndli fimna 

On abbiamo 
Inoltre 



(yO(««>«cPj^ +(««)• «j«,p; 



= (« p)' oj fl, «, (a, P^ - a, W + (a «)* ", «; «, P? P; 
;= A, A, flj fl| — Aj rt| fl^ + (a a)' fl^ <7, «^ ^J ^,. 
L'equazione dell'iperboloide diventa quindt 



Se sup po Qu iiio cfae i panmietri — -^^ ^ — -^ stmo kni&i£ 
im'cqoazioiie qiudntici i^ = o, se doe pomiino 

con un piccolo cakolo simbolko si tcoTa coaw eqoanooe ddl'^ierto- 
loide b segooite: 

3(fl«)('»»(««y(««T(p«"y + (••y(««T(A«'T- 
(a) 



^ove si & posto D=^wl al'y, Questo iperboloide ta^ la cubka net 
pund dad da 

(amyi^. m2. wj^ = o , 

ossia esso tocca la cuhka in dasamo da due ptmH m^ e la tagHa mo^ 
tre net due punti cosHtuenti lapolare delta forma m rispetio aUa forma f. 

Questo teorema si trova dimostiato colla pura geometria nel n^ 26 
^ella memoria del sig. Sturm. 

Gli ultimi due termini del primo membro della (2) rappresentano 
xispett. gli iperboloidi armom'ci dei due pund m e dei due pund della 
polare di m rispetto ad /• Quanto al primo termine, secolClebsch 
(Theorie , pag. 209) chiamiamo p il covariante lineare (amyoe^ del 
sistema delle m\^ cl\^ esso diviene (amy(apy, ed il suo annuUarsi esprime 
la condizione perchi le due equazioni 

abbiano una radice comune. Dunque Tequazione 
(3) (a«)(iip)(fl »)»(««')•(?♦»")• = o 
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rappresenta il luogo di un punto a, il cui corrlsponJente covariante /> 
i un fattore della polare della forma m rispetto alia forma /. Laonde, 
tenendo presente la costruzione del punto p data dai sig. Sturm e P i t- 
tarelli, condudiamo: 

La (3) h Vequa^^iont complessiva dei due piani cht passano per la 
cangiungente dei due punti m, e per i due punti della polare di m rispetto 
adf. 

Pavia, 4 novembre 1890. 



L. Berzolari. 
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CUBICHE E BIQUADRATICHE SULLA CUBICA GOBBA; 

Nota ir di L B e r Z I a r i , in Pavia. 



Adaiuou del a8 Jicembre 1890. 



§ m (Continuazione) 

13. Data una sesdca binaria m = m^, i noto (*) che esiste una 
ed una sola superficie di 2° ordine passante per i sei punti m ed arnuH 
nka alia cubica gobba^ cioh armonica (apolare) a tutte le superficie di 
2* classe inscritte nella sviluppabile osculatrice della cubica gobba. L'e- 
quazione di questa quadrica si pu6 trovare coUa semplice osservazione 
che essa dev'essere lineare nei coef&cienti m; ne segue che il suo primo 
membro i un invariante simultaneo di m^ ed a^ (essendo quest'ultima, 
come di solito^.la cubica i cui coefficient rappresentano le coordinate 
del punto corrente), contenente un solo simbolo della prima e due sim- 
boli della seconda forma. Un tale invariante non pu6 essere che (ma)'. 
(m P)\ epper6 : 



O Schlesinger, Ueber conjugirU hinSre Formeti und tUren geometriscbe Con* 
strucUon (Mathem. Ann., Bd. XXII, 1883, g 8, n. 22). — L i n d e m a n n, Uiber die Dor* 
stellung bindrer Formen und ibrer CovarianUn durch geometrische Gibild$ im Raume (Math. 
Aon., Bd. XXIIIy 1884, pag. 133-134).— Meyer, I. c, pag. 198. 

R$»d* Grc. MaUm,, L V, parte i.*— Stampato il 4 febbrajo 1891. 5. 
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L'invariante (wa)'(wP)' rapprcstula la superficie di 2" ordinearmo' 
nica alia cuhica gobba e passante per i punii m^. 

Si supponga in particolare die ;// sia il jacobijno delle due biqua- 
dratiche a^y A*, cioc sia 

Si trova allora facilmente 

da cui, ponendo at, : jc, = a, : — a^ , v^ :^, = P, : — P, , risulta che : 
Uequa:^iont 

(4) 10 (^ ^) {a a)' {A P)' — 9 (rt A)" (A a) (JiA) = Q 

rappresenta V iperboloidc armonico alia cnbica gobba e passante per i set 
punti del jacobiano di aj c A]^^ 

14. Consideraodo ancora le due biquadratiche f^=,of^^f^zzzA\y 
le due trasversali delle tangenti alia cubica in ciascuoa delle 00' qua- 
teme di punti rappresencate dal fascio X/ -)- (a/, descrivono (*) una 
serie rigata^ le cui direttrici sono le rette comuni al complesso N ed 
ai complessi linear! F ed F, relativi alle due biquadratiche. Volendo 
I'equazione deiriperboloidc su cui giacciono qu,*ste dui serie di rette, 
basta uguagliare a zero uno qualunque dei deteruiinanti formati coi coef- 
ficieoti di tre delle coordinate correnti nel!e cquazioi}i che rapprescn- 
tano i piani focali di un punto a rlspetto ai trc complessi nominati. 
Ricordando ci6 che si c trovato al n** ir, Tiperboloide di cui si tratta 
avra dunque I'equazione 



(^p)X2-^.ii.+'^/ri.K (/f[iy(2^.p.+w,p,K (^^py^;p. 

3y,yI 3y!y. y! 

(*) Sturm, 1. c, vP 21; Meyer , I. c, pag. 80 e seguenti. 



o. 
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la quale, soppresso il fattore a| = pj = yj , si riduce alia seguente : 

(5) 2(a^)(fla)'(^p)'- 3(fl^'(Afl)(A^) = 0. 

£ facile riconoscere quali luoghi rappresentino i due invarianti che 
entrano a costiiuire il primo membro si della (4) come delb (5). In- 
vero le due eqaazioni 

(jaya, = o, (^ay^, = o 

rappresentano i piani contenenti le terne polari del punto x rlspetto a 
ciascuna delle forme f cd f^. Variando x , quesii piani generano due 
fasci projetiivi aventi per assi (Sturm, I. c, n'* 17) una /; delle due 
trasvcrsali delle tangcnti alia cubica nei punti dell'hessiano della rispet- 
tiva forma; Tequazione dell'iperboloid.' generaio dai due fasci si otriene 
eliminando x fra le due ulrime cquazioni, cioe appunto uguagliando a 
zero Tinvariante (aA)(a7.y(A^y. Tale iperboloide 6 esuberantemente 
determinato , dovendo contenere le due dette trasversali c tagliare la 
cubica nei punti del jacobiano di / cJ /,. 

H secondo invariante(fl.4y(Aa)(l^)rapprcsenta riperboloide ar- 
monico dei due punti forniti dal covariante (a Af a^ A^^ punti che godono 
della proprieti che le terne polari di ciascuno di essi rispetto ad /ed 
/, sono fra loro apolari. 

15. Supponiamo che la forma /, sia Thessiana H\ di /: in tal 
caso, essendo {aHya^H^ identicamente nullo, gli iperboloidi trovati 
nei due nuraeri precedenti si riducono entrambi a quello rappresentato 
daU'equazione 

{aH){aoi)\H^y = o. 

Se col sig. Gund el finger (1. c, pag. 3 e 37) poniamo 

("«)'«. = /'., (HayH^ = ^^, 

il primo membro diviene (pT^), ossia (ra)'(rp)' in virtii della prima 
delle formole (4) date dal sig. G u n d e I f i n g e r a pag. j 9 della sua memo- 
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ria. Questo invariante simultjneo di / e f & uno di quelli appartcncnd 
al sistema completo dellc due forme. 

A questo medesimo iperboloide possiamo perveaire in quest'altro 
modo, D prof. D*0 v i d i o ha trov.ua (*) Tequazione deiripcrboloidc deter- 
minate da tre corde della cubica gobba : scrivendola coi simboli fin qm 
da noi adoperati e chiamando f ^, ^*, j^^ le forme quadradche che for- 
niscono gli estremi delle tre corde, essa h la s^uente : 

' 6 ^.M(?«)(?:^)(v«)('i'?)(x«)(xW + 

/ 

\ + 3 [(V \y (A ♦)' + (X *)» (A vy + (* wy (a xyj = o , 



i 

• . 
1 



i 



I 

I* 

.1, 



I 



dove si h posto : 



\ A questa equazione possiamo dare un'altra forma : ponendo 

jl e faccndo le successive polari si trova senza difficoltA : 



epper6 la (6) si pu6 anche scrivere come segue : 

IS «.„(r«y(2i?y + 2^„,[('?'xy(A?)' + (x9)x^^y + ifm^xT] 

+ io[(vxy(A*y 4- (x*y(Av)* + (*vy(Axy] = o. 



(•) Sopra alcuni iperbohidi annessi alia cubica gobba (Collecttnea Mathem. 
metn. D. Chelini, pag. 82). 
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Se ora supponiamo che <p, ^ e x siano i fattori quadratici del cova- 
liante sestico T di /, per notissime proprieti (Vedi Theories §§ 44 e 45) 
I'ultima equazione si riduce alia 

(8) (roc)'(rp)' = o. 

Riassumeodo possiamo dire : 

UinvarianU fondamentale (/>w), ossia (ToLy(T^y, rappresentaun 
iperboloide, il quale gode delle seguenti proprieth : e il luogo delle irasver- 
sali ddle tangmti alia cubica mile quaterne dipunti corrispondenti alfascio 
di forme determinato da f e dal suo hessiano H ; e inoltre Viperboloide 
armonico alia cubica gohba e secante la cubica nei punti del covarianU 
sestico di /, e contiene infine le tre corde della cubica che uniscono le cop-- 
pie di punti corrispondenti ai faltori quadratici del covariante sestico (*). 

Le generatrici di questo iperboloide, appartenenti all'altro sistema, 
cio6 al complesso N^ hanno una definizione che verri esposta nel n° 17. 

Dall 'equazione (8) dello stesso iperboloide segue subito che: 

// covariante (Tccy Tl rappresenta i punti in cui la cubica i tagliata 
dal piano polare del punto ol rispetto alt iperboloide. — Se invece teniamo 
fisso il punto X e consideriamo ol come var labile, la s Us sa forma rappre- 
senta il piano polare di x rispetto alViperboloidt medesimo. 

La forma (Ta)' Tl 6 pure un covariante fondamentale del sistema 
di / e 9; per cui, rammentando la costruzione trovata nel n° 1 1 per 
la cubica (^a)'^*a^> ed in luogo di/odi 9 considerando rispett. Thes- 
siano od il covariante cubico (v. Gundelfinger, I. c, pag, 38), 
possiamo dire di aver costruito tutti i covarianti cubici fondamentali del 
sisUma di una cubica e di una biquadratica. 

Nel caso che stiamo considerando la (7) diventa 

epper6 la ier:^a polare di un elemento qualunque rispetto a Ti costituita 
dai tre conjugati armonici del punto rispetto alle coppie di punti corri- 



(*) Quest'ultima proprietii 6 un caso particolare della prima. 
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spondenti ai fattori guadratici di T; il piano di qutsH ire punti e il piano 
polare del prima punto rispetio aWiperboloide (pw) = o. 

In particolare il piano tangente a questo iperboloide in uno de* 
sei punti T tocca la cubica nel punto che col punto prcso forma uiu 
coppia corrispondcnte ad uno dd fattori quadratici di T. 

Per Ic note proprieti di qucsti fattori di T segue anche che il 
piano polare di uno qualunque dei punti /rispctto airiperboloide (jm)^=zo 
passa per gli altri tre, od in altri termini il tctraedro avente per vcr- 
tici i punti / 4 autoconjugato rispetto alio stesso iperboloide. E poi- 
ch4 quest 'ultimo i lo stesso per tune le forme del fascio 5i/ + (tfli 
cosi risulia Tinteressante teorema : 

Esistono 00* tetraedri inscritti nella cubica gobba ed autocan/ugati 
rispetto all' iperboloide (/>t:)=:o: i loro vcrtici rappresentano le quatenu 
deirinvolu^ione deter mitt at a dalla forma f e dalla sua bessiana H. 

Quesu proprieti, come ha dimostrato il sig. Meyer con proce- 
dimento in tutto diverso dal nostro (1. c, pag. 2io e seg.), compete 
ad un'involuzione biquadratic! qualunque. Un'altra rappresentazicmedelle 
quateme del fascio X/ + pi // era stata gia indicata dal sig. Voss fino 
dal 1877 (*) , e si trova pure riportata nel n** 21 della memoria dd 
sig. Sturm. 

x6. Nel n° 9 c nel n"* precedente abbiamo trovata Tinterpretazione 
geometrica dell'annullarsi di due degli invarianti fondamentali del sistema 
di una cubica 9 c di una biquadratic! /; ora ci occuperemo brcvcmente 
di qualche altro de' piCi important!, e precisamente dei seguenri : 

( Tiy ( T^y ( ri"y, («/>)^ (A/>y, (a ^.y, 

dove />, = (ao^y a^, w, = (Ha)' fl,. 



Ueber Raumcurven tind Devebppaheh (Math. Ann. Bd. XIII, pag. 243). In 
questo lavoro ed in un altro precedente, in:it V^to W.^er vier Tan^enten einer Raum- 
curve driUer Ordnuna e st.mipato nello stcssi volume, il sig. Voss reca un notevole 
contribute alia teori i di cui ci occupijnio.-Cfr. anche D'Ovidio, Studio sulk cu- 
biclfe gobbe ecc., 1. c.» o. 39* 
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DaDa relozione 

-* X TxJxLx* 

facendo le successive polari e ricordando die gli invarianti simultanei 
delle 99 4 ^ X pi^c ^ due a due sono nulli, si ricava 

3 r,* T) T\ = 9:<i»;x; + ^i+Jx; + ?:4'Ui + 



da cui, ponendo *, : JC,=A, : —A, , v, :>',=a; : — a; , ^, : ^,=1;' : — A^', 
si ha 

( TAy ( T\'y ( 7 A")' = 2 (? A)\ (+ A')\ (x A")*- 

Dunque Pinvariante {T^y(T^y(Tl"y rappresenta I'insieme dei 
trt iperboJoidi armonici delle ire coppie di punti corrispondenti at fattori 
quadratici di T, ossia rinsieme dei tre iperboloidi passanii per la cubica 
gohba e per ciascuna delle tre coppie di spigoli opposti del tetraedro avente 
per vertici i punti /. 

Egli h coUa considerazione di questi tre iperboloidi eke il sig. Sturm 
ha costruito (1. c, n° 21) il covariante sestico di /. 

L*invariante («/>)' 6 dal sig. Gundel finger denotato con Af, 
ed ^ il risulunte di cl\ e p^. Ora, quando si tenga fisso jc, la a^=o 
h Tequazione del piano osculatore in a*, e la /?, = i I'equazione del 
piano contenente la tema polare del punto x rispetto ad /, piano che, 
qualunque sia x , passa per quella delle due trasversall delle tangenti 
nei punti deirhessiano di /, che gii nel n"" 14 chiamamnio h\ I'altra 
trasversale verri chiamata h' e se ne troveri una proprieti nel n° 17. 
Da cio che precede segue che Af rappresenla una superjicie gobba di 
4** grado avente per retta tripla la trasversale A, ed e il luogo delle rette 
che si olUngono tagliando i piani osculaiori nei diversi punii della cubica 
gobba coi piani che conlengono rispeU. le terne polari dei punti stessi ri- 
spetto alia forma /. La superficie Moscula la cubica in ciascuno dei quat- 
tro punli /. 

Similraente, Tinvariante (!/>)*, denotato con jK" dal sig, Gundel- 
finger^ i il risultante di A* ^ /)^, e poichi, tenendo fisso ;c, la prima 
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forma rappresenta il cono di i"" online che dal punto x projetta la cubia 
gobba^ avremo: 

Uinvariantt K rappresenta una superficU di 4^ ordine passante per 
la cubica gohha ed avenle per reUa doppia la trasversak b^edlU luogo 
deUe coniche che si ottengono facendo ruotare un piano intomo adb eUh 
gUando con esso U cono clje projetta la cubica dal punto di cui il piano 
conHene la iema polare rispetto ad f, ossia dal punto costituente la polare 
mista dd tre punH comuni al piano ed alia cubica rispetto ad f. 

Questa superficie contiene manifestomente le quattro coppie di rette, 
secondo cut i coni projettanti la cubica dai punti / sono tagliati dai 
piani contenenti le teme polari dei punti stessi rispetto ad/. Ed £ chiaro 
che queste quattro coppie di rette sono le sole che, in generale, giac- 
dono sulla superficie K^ b quale non i quindi la generale fira le super- 
fide di 4^ ordine dotate di retta doppia , essendochi queste notoiia- 
mente contengono otto coppie di rette appoggiate alia retta doppia. 

Se invece di / consideriamo if, otteniamo il significato dell'inva- 
riante (A ic)^ ed in modo analogo si potrebbero interpretare quasi tutti 
i rimanenti invarianti simultanei di / e 9, cosa che omettiamo di £ure 
non presentando oramai nessuna difficolti. 

Siv. 

17. Termineremo coll'occuparci delle teme apolari di una data biqua- 
dratica /. A tal fine cerchiamo I'altro fascio di forme cubiche aventi 
lo stesso jacobiano del fascio delle prime polari di /, jacobiano che evi- 
dcntemente 4 I'hessiano della stessa /. Lo scopo 4 tosto raggiunto appli- 
cando le formole, la cui ricerca costituisce Toggetto principale del lavoro 
gii citato del C a p o r a 1 i « Sul sislenia di due forme binarie cubiche »; sup- 
porremo cioi che le forme da lui rappresentate con / = a' , 9 = a' 
siano rispett. a, al ed a^ al (combin.indo le quali linearmente si ottiene 
appunto il fascio delle prime polari di /), e conserveremo le notazioni 
da lui adoperate , che sono poi quelle che si trovano nel 9 61 della 
Theorie. 

II Caporali ha dimostrato {Memorie di Geonietria , pag. 222) 
che, posto 
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le due cubiche che determinano il fascio cercato sono 

Nel nostro caso ^, essendo il jacobiano di a,aj ed <!,«', sari ^ H, 
laonde avremo 

f = (Hp)Hl, ?' = -(H«)H:. 

Abbiamo poi 

Inoltre 

a: = a, b, (aby a, b, , v^ = «, ^ (« by a. b, , 

e poichi 

p, = (\xy<t„ 

ad Dostro caso sar^ 

p, = a,b,c,(aby(_acXbc)c,. 

Se in questa relazione scambiamo una volta a con e ed un'altra 
b COD Cy e prendiamo il terzo della somma, risolta: 

p^ = —j(ab)(bcXca)[libc)b,c,a,a^+(ca)c,a,bJ,+ 



+ (ab)a,b,c,Q = ^(abyibcr(carx, =t i/x,. 



Epper6 



I . I . 



e poichi O = (p w) avremo 



' .. 



Pertanto, omettendo il fattore costante t-/, le due cubichc che 

6 

detenninano il fascio cercato sono 

iH^Hl—ja^al, iH^H\—ia^a\, 

• RMd, Ore. MaUm., t. V» parte i/— Sumpato il 6 febbrajo x89X. 6 
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cioi tale fascio i costituito dalle prime polari della forma iH — //, 
la quale, come si vede tosto, ha per hessiana if ed i apolare alia /. 
D'altra parte, per una nota propriety generate, le forme del fascio mede- 
simo sono apolari alia / (*), eppero si ha il teorema : 

/ piani conttntnti le ierne apolari di una forma biquadroHca for- 
mono un fascio {**) avenle ptr assc la trasversale h/ dellc tangerUi net 
pufiH carrispondtnti aWbessiana della forma data. 

Per Taltfa trasversale b passano invece (Sturm, 1. c, n^ 17) i 
piani contenenti le terne polari della data biquadratica. 

Se in ci6 che precede anzichi dalla / partiamo dalla iH — //, 
ritroviamo la/, come si pu6 anche verificare facendo uso delle for- 
mole che trovansi nel § 41 della Jheorie. Poichi la/ & una forma qua- 
lunque del £iscio %/ + (it if, otteniamo il teorema : 

Le forme del fascio Xf + [lH si distribuiscono in coppie conjugate 
in una stessa involui^ione , essendo conjugate due forme tali che le terne 
polari di dascuna sono ancbe le terne apolari dell' altr a; due forme conju- 
gate sono inoltre apolari ed banno lo stesso hessiano ; gli elementi doppt 
dell*involu{ione sono costituiti dalle due forme equianarmoniche del fascio. 

Che Tinvoluzione cubica conjugata a quella delle prime polari di 
una data biquadratica sta composta dalle polari di una seconda biqua- 
dratica, la cui hessiana coincide con quella della forma data, h osser- 



O Ci6 si pu6 anche dimostrare direttamente come segue. Abbiamo 

i(i/fl)» Hy a^ -^ J(aby Oy b^ 

. =i(//a)'//,a.-ii7(^x). 

Ma (Tbiorie, pag. 135) 

HlHy = (bey blc Cy ; 



qtundi 



(Ha)' Hja,=: (be)* (bay (ca)c, a, 
= j(bcy (bay (cay (yx) = -j/Cyx). 



Epper6 

i (Ha)^ Hy J, — / (at)' a^ ^, =s o idcnticainente; c. v. d. 
O Cfr. Schlesinger, I. c, g 11, C, I. 
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vato anche dal sig. Meyer a pag. 72 del suo libro; ma il processo 
da noi s^[uito ci sembra piix seoiplice e si presta forse meglio ad ulte* 
riori sviluppi. 

In ci6 che segue diremo che la polare del punto y rispetto alia 
forma iH — // i la tema apolare di / corrispondenU al punto y. 

Al variare del punto y suUa cubica gobba, i piani contenenti le 
teme polar! e le teme apolari corrispondenti ad esso rispetto ad / for* 
mano due fasci projettivi, e Tiperboloide da essi generato ha Tequazione 

cioh coincide con quello considerato nel n° 15. Abbiamo dunque , a 
completare le propriety 1^ esposte : 

Le generatrici dellHperholoide (/> tt) = 0, appartmtnti al secondo si- 
slema (non considerato nel n° 15), dot al compksso lineare N^ sono le 
interseiioni delle coppie di piani con fen 'nil le ierne polar i e le teme apo- 
lari di un punto variabile della cubica gobba rispetto alia jorma /. 

18. Volendo cercare i punti la cui tema apolare corrispondente 
ha un elemento doppio, basta uguagliare a zero il discriminante della 
forma cubica iHjHl — iaya\. !1 suo hessiano i dato da 

r(HHy H^H'^HyH; — 2ij{aHya,H^ayHy + f(abya^b^ajby 

= ^ t\HHJ[2H\Hy^ - {HHy{xyy] 

- ii{aHy{a\H] + a]Hl - {aHy{xyy] + \,\aby[2a\b) - {abyixyy] 

=(^yy{i^i'-T^^') + i'dHiryHlH? + 

+ ri^byalb; - i}{aHy{a\H] + a)W;). 
Ora si hanno le fonnole 
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di cui la prima i dovuta al Clcbsch (ITi^.iri', pa^. 155), c Icaltrc 
due al sig. D'Ovidio (*); laonie Tbessaao divcnu 



(r-v')[v^'yy^'^'"^] 



Pcrtanto il discriminante, a meoo d'aa bxtor cosume (^), sari 

Per avere mvcce i punti doppi dclle qnattio terne apolari dotate 
dt punto doppio si deve cercire il jacobiano del (ascio forma to dalle 
prime pofari di iH — //, c ncl numcro prcccdcnte abbiaroo trovaio 
die esse i H, Si otticne cosi il teorema dimostrato dal sig. Sturm 
net n* 17 del suo lavoro. 

Qmytrrh pure trovare quale relaztone abbia luogo lira due elementi 
X e ^ di una stessa tema apolare di /: se questa corrisponde al punto 
y, avranno luogo contemporaneaniente le due relozioni 

HI, !l\ -ia,a\ = o , iH,Hl -ja,a\ = o , 

da cui cliiiiinamlo j* si ha la relazione cercata 



(•) Esitnsicfti di alcunl Uoremi sulU forme hinarU (Atti della R. Accad. di To- 
rino, vol. XIV, adu*i. del as maggio 1879, n° 3). 

(•♦) II ftttor costante /* — t-i' che qui seniprc interviene fc i! discrimininte di 

/(¥• Thori$t pAgg- 9** c 140- 
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ossia 

Ma, date due forme bmarie cubiche w] , rtl, si trova fecifmeate' r 

mini — m\nl = (w^XxOK^w^XC^^)* + J^.^.^.^k] . 

per cui sostituendo , dividcndo per (xi) e facendo^ uso deMc formol'e 
poc'anzi scritte di Clebsch e D'Ovidio, si ottienfe la cercata' rijfa- 

2ione, a meno del solito fattore — *' — A n^ll^ forma semplicissima 

6 

<2) i(jcO*— 6H*HJ = o. 

Poirendo at =r :( essa fomisce di nuovo il feorema ai cui si' 6' sopfa 
^mccennato, e prima di proseguire noteremo com 'essa si possa^ trasfor- 
j^are in guisa da darci un alrro teorema del sig. Sturm. fnveFo me- 
^iante la formola (i), di cui gii si h fiitto usd, la (2) diventa' 

ch e si pu6 scrivere anche come segue : 

!(«*)'[«:*; + a\b\ - (aty(*OT = . 

OSS J 53. finalmente 

Ora h chiaro che questa equazione, considerandovi x come inco- 
gnita^ ^ Ji { punii doppi deU'involuzione quadratica formata dalle polari 
mist^^ di 2° ordine dei punti y ^ ^ rispetto ad /, quando i^ sia fisso 
^ y 'X/ariabile; e questo e appunto il teorema dimostrato dal sig. Sturm 
t^e^ «^^ 18. 

Se uguagliamo a zero il discriminante del primo membra della* (2) 
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rispetto a ^, otteniamo i punti che appartengono , semplicemente , 1 
teme apolari dotate di punto doppio. Si ha cosi 

6{HHyH\H^ — 2iH\ = 2jf — 3 iH. 

Se in modo analogo st cercano i punti le cui teme polari hanno 
un punto doppio, ed i punti appartenenti, semplicemente, a teme polari 
dotate di punto doppio , si trovano rispett. i covarianti 2// — 31^9 
a/f + iH , epperb riassumendo abbiamo : 

n cavariante 2jf — 3 iH rappresenta ad un tempo ipunH h cui Unu 
polari hanno un punto doppio y ed i punti appartenenH semplicemente a tenu 
apolari dotate di punto doppio. 

H covariante iff + iH rappresenta ad un tempo i punti a cui cor- 
rispondono teme apolari dotate di punto doppio , ed i punti appartenenU 
semplicemente a teme polari dotate di punto doppio. 

Queste propriety possono venir completate nel modo s^uente. 
Sia H un punto deirhessiano di/, e sia H il punto la cui tema polare 
consta di H^ H^ if": allora sappiamo (v. Sturm, 1. c, n** 17) che 
i punti Hy Hf H! formano una teraa apolare : dico essere quella che 
corrisponde ad E!\ Invero, per quanto or ora si & veduto, ad /f ' deve 
corrispondere una tema apolare di / dotata di punto doppio, ossia una 
teraa polare di // — iH dotata di punto doppio; per conseguenza ff' 
insieme con questo punto doppio, contato due volte , costituisce una 
teraa apolare di //— iH^ ossia una teraa polare di /; e poichi la 
teraa polare di /" a cui appartiene if" iformata di if, if, H!\ la teraa 
apolare corrispondente ad if" avr4, come si k asserito, un punto dop- 
pio in if, cioi sari if, if, if. Dunque si ha il teorema : 

5^ la prima polare di un punto H rispetto ad f ha un punto dop- 
pio in H ed un punto semplice in if" , la tema apolare corrispondente 
ad if" ha un punto doppio in H ed un punto semplice in ff. 



Giacchi in principio di questo lavoro ho avuto occasione di citare 
la Memoria del sig. Pascal intitolata Sulla risultante di un*ennica e 
di una cubica (Giornale di Matem., vol. XXV), i risultati della quale 
potrebbero Jprnar utili an^he in ajtre ricerche, stimo conveqiente no- 
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tare come Li terza e la quinta delle formole coUe quali si chiude il 
§ VI , e la terza e la quinta di quelle con cui comincia il paragrafo 
successivo devono essere modificate rispett. come segue : 

4 

+ ^V^'^ + B^.^'^ + La'—3A'B — -s,iL^^\ 

2 4 

Per cons^[uenza i coefficient! numerici X, e X^, che nel § VII en- 
trano subito dopo nell'espressione di 61? per il caso di n dispari^ di- 
ventano : 

\=2[k, V, F, A"', *iv] + [*, *', V\ *"^ *«v- i] — 
— 2[*, V, V\ *"' - I, *!▼] + '[K V, *". *"', *'^ — 2] + 

x; = [*, A', *", *"', Aiv] + [i, *», k<, V", i>v - I], 

ed il valore della risultante per il caso n = 3, dato nel 9 XII, si modi- 
fica nel modo seguente : 



(*) Le formole di cui qui si tratta si otterrebbero piii semplicemente applicando 
si alle (&, , (Aj , [A^ che alle (a, , {&^ , ji.^ le note formole di N e w t o n che dimio le 
somme delle poteoze simili delle radici d'un'equazione algebrica. 
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Al fine di m^lio confennare quaoto ora si i osservato, ed anche 
per rinteresse che la cosa ha in s^, mostreremo come questa formola 
si possa trasformare in guisa da ottenere I'espressione della risoltante 
trovata dal CIcbsch a pag. 403 della Theorte (*). 

n sig. P a s c a 1 nei §§ X ed XI trova : 

^ = 3(««)(*«)(^«), 



u=(a«y(Apy(.Ty, 



dove il simbolo 5^ premesso ad un'espressione denota la somma dei tre 
risultad che da essa si ottengono quando vi si facciano le permutazioni 
drcolari di a, b, c. L*espress'one precedente di J? diventa allora : 

6R = Si (fl«t)(*a)(ca)(ap)(ip)(cp)(fly)f*Y)(^) - 
-8l(««y(ftp)*(.a)(fP)(flY)(*Y)(rr) + 6 (fl«)'(*P)'(cY)\ 

Dalb (Tbtoru, S 6i) 
si ricava 

ossia 

ed aocbe, cambiando a in 5 ed a in p : 



O La risultgoie di due binarie cubiche fu poi trovata per altra via dai sig. G e r- 
btlil ooUa Nata smI Hstema simuliamo di due forme cubicbe binarU (Giomale di Ma- 
toil., 1879, vol* XYII, pag» 373. 
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Ponendo in entrambe x^ : x^zzzc^: — c^^y^iy^^iy^: — y, e mol- 
riplicando i due risultati fra loro e per (cy) si ottiene: 

(.«y(/.p)'Ga)(.^)(«Y)(*Y)(^r) 
= (e<)(e'0(er)(eY)(c7) - i J(.c^nc^c)(ey) + (e'.)(e'Y)] ^ 

4 

= '-(ft)[K^n^'yy - (ee')*GT)'] - /(^)'(»0(eY) + jP 

2 4 

= (e^y (©'y)' gt) - 7 /(«»')' - ; w (©0 (<^/) + 7 /'. 

2 4 

Ora (Theorie^ pag. 225) 

(ee'y==r-i/', 

e dalle 

t:, = - 2 (e'Y)* Yx , A = - 2 (»0' -^s 

si deduce 

(e.y (e-Y^C^Y) = - ;^ (»/>) = - jO. 

Inoltre dalla 

e: = (^Yy'^.Y. 

si ha 

inr(Bc)(%^) = (ee-y = r- ^r, 

bonde sari 

(««y (* py (^«)(c W(«y)(*y)('^y) = /-^"-J/r- 

Infine abbiamo 

(fla)(te)(«)(«P)(ip)(cP)(aY)(*Y)(^) 

=7(^«)(^w(«Y)(*Y)('^)[(««y w +(*«)•(«?)• - w(«m 

= (fl.y(*py(«)(.p)(flY)(*Y)('Y)-o = /*-f/r-^o. 

lifltii. Gnr^ MrfMi., U V, parte i^— Sumpato il 7 febbrajo 1891. 7 
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La nostra fbrmula divieae pertanto 

« = i.(a7'-27Q), 

e questa differisce soltanto per ua coefSciente numerico da quella tro< 
va/^i dal Clebscb. 



P4VU, 4 novembre iS9a 



L. Bbrzolari. 
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SULL'ESTENSIONE DELLA LEGGE DI NEWTON 



AI SKTEMI STELLARI BINARH ; 
Nota di Franoe80o Porro, in Torino. 



AdoMMM del 9 DotoiVrt 1850. 



Che le stelle d6ppie obbediscaAo nei loro movimenti relativi ad 
una le^e di attrazione, non dissimllc da quella che governa il nostro 
sistemn solare, i statb sospetrato da aicuni filosoii e geometrf delsb- 
colo scorso, ancor prima che le misure di Herschell e di Struye 
offrissero una base concreta alle speculazioni teoriche intomo a siif- 
fatti sistemi (*). Le mirafoili scoperte del telescopio dt Slough e del 
refrattore di Dorpat, togliendo ogni dubbio suU'esistenza dt una mutua 
gravitazione in moltissimi gruppi binaril , resero necessaria un'ipotesi 
intomo alia natura ed alPintensit^ di questa azione , perchi si po- 
tbssc sopra di essa fondare una teorid del movimento , atta a rappre- 
sentare le osservazioni gii fatte ed a fomire eflfemeridi per le osser- 
vazioni future. Parve a tutti colore che proposero metodi per il cal- 
Colo delle orbite di stclle doppie essere la legge newtoniana piii pro« 
babilmente applicabile anche a quest! sistemi stellari; e noh si credette 



(•) Wright: An original Theory or new hypothesis of the universe, — Kant: 
Allgemeine Saturgescbichte und Theorie der Kimmels. — Lambert: Cosmohgische Brie* 
J#. — M i c h c 1 1 , Philosophical Transactions; LVH, c EXXl V. 
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neppure nccessario di cercare per talc gratuica arnniessione altra con- 
fw-rma die qucUa, spesso poco sicurj, deiraccorUo fra le posizioni os- 
sen-aie c le calcolaie (*). Benchi Augusto Coniie (**) e Villar- 
ceau (•**) abbiano mostrnto clu tale proceJimento non era rigoroso, 
pure non fu chenel 1878 die la questione fu posta nei suoi veri termini 
dal signer Bert rand (****) e risoluta Immediatamente dai signori Hal- 
phcn c Darboux^ con mctodo affatto di verso. 

I due geometri francesi, c dopo loro in altro mode rastronomo 
giapponese signor S. Hirayama (*****) hanno mostrato die, se un 
punto materiale attratto da un centro fisso descrive una conica, qua- 
lunque sia il valore delle coordinate iniziali e delle componentt della 
velocitiky la legge di attrazione h rappresentata da una delle due fun- 
zioni : 

R^ = mb-^Cfx + gy+hy' (0 

R^=m ^- (2) 

(fljc* + ibxy + c/)* 

Se si vuole, come h naturale, ammettere die R dipenda dal solo raggio 
vettorc del punto attratto , e non dall'angolo 6 = arco tang -^, die 

questo raggio fa coo una sua dtrezione particolare, si £ ridottt at due 
notissimi tipi 

R, = m\Lr, (3) 

i?. = ^. (4) 



OJolin Herschell, Savary, Encke, Thicle, DeGasparis, 
Klinkerfues, Glasenapp, ecc. 

(**) TraiU Pbilosopbique d* Asironomie, pjg. 417 e 418. 

C^ Additions d la 9 Cmnaissance des Temps «, 1852. 

(^•^ CompUs Rendus d$ VAc^dlmie des Sciences de Pan's , LXXXIY. — Una 
soluzione semplicissima del problema, trovjt 1 tnolti anni addietro da! prof. S c h i a - 
p a r e 1 1 i , mi h stata di recente comuDicata da lui, ed t certo 1j piu breve e piCi fa- 
cile che 10 conosca. 

(••^•) Astronomical Journal^ vP 199. 
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il primo del quali rappresenta un'attrazione proporzionale alia distanza 
del mobile dal centro di forza, il secondo im'atirazione newtoniana. 

La formula i?j=r wjjir non i applicabile ai moti delle stelle dop- 
pie perch& per essa I'astro aitraente dovrebbe trovarsinel centro deU'el- 
Hsse descritta dal sat.'lHte , e qii^sta propriotX spetterebbe anche al- 
rorbita apparente, che 6 la projezione della vera sopra un piano per- 
pendicolare alia visuale. £ chiaro d'jlira parte che un'attrazione pro- 
porzionale alli distanza non 6 ammessibile che dentro una sfera limi- 
tata d'azione, al di fuori della quale Tattrazione sia nulla, altrimenti si 
sarcbbe condotti ad attrazioni sempre piu grandi coU'allontanarsi del 
centro attracnte dal punto attratto, e superiori ad ogni limite col cre- 
scere del raggio vettore oltre misura. Dato adunque dalle osserva- 
zioni che il satelh'te descriva un'orbita ellittica, osservando la legge 
delle aree , intomo all'astro principale , si conclude che la Icgge di 
Newton i la sola compatibile coU'ipotesi di un'attrazione che dipenda 
dalla sola distanza e non diventi infinita con questa. 

In seguito alia pubblicazione dei risultati affatto confomii di H a 1- 
phen e Darboux, il signor Glaisher (*) h stato condolto per via 
geometrica ad un'espressione della forza , che ricade nel tipo rappre- 
sentato dalla formula (i) , cui si puo ancora ricondurre assai facil- 
mente un tcorema dimostrato nel 1846 da Hamilton. Benchi non 
abbia tuita la generaliti delle soluzioni che Halphcn e Darboux die- 
dero al problema proposto da Bert rand, il procedimento di Glaisher 
dh sufficiente risposta alia quistione astronomica , ed ha il pregio di 
un'elcgante sempliciti di dcduzione. 

Trattandosi di un principio assai importante di filosofia naturale, 
non mi i sembrato superfluo tentare una nuova semplificazione del 
ragionamento di Glaisher, appoggiata ad alcuni teoremi fondamentali 
nella leorica delle forze central!. 

£ noto (e si dimosira facilmcnte ricorreiido aH'invertibiliti del 
movimcnto) che quando un punto mobile k attratto da un centro fisso 
del piano secondo una legge che dipenda dalla sola distanza r dei due 
pun 11, le distanze apsidali del mobile dal centro atiraen'.e debbono es- 



(♦) Mcniblf Sofices 0/ the Royal Astronomical Society, XXXIX. 
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sere disposte secondo gU assi di simmetria della trajettoria. Segue im- 
mediatamente che la Stella attraente deve trovarsi suU'asse maggiore o 
sull'asse minore deirellisse ; aacora , su questi assi DOii potranno es- 
scre ceatri di forza che i pund per i quali Don h possibile coodune 
Donnali alia contca non coincidend cogli assi medesimi. Tali pund esi- 
stono sempre sull'asse maggiore, e sono quelli che non distano da uno 
dei vertici piCi della lunghezza che misura il parametro p deU'ellisse. 
Infatti, preso un punto sull'asse maggiore, alia distanza X dal centre, 
la sua distanza r dal punto mobile xy della curva saii 

I valori di x e j^ che annuUano il difierenziale di r rendono mas- 
sima o nunima questa distanza. Differenziando Tespressione di i^, e 
badando che r non diventa mai infinito nell'ellisse, abbiamo £iciknente, 

annullando dr, 

xdx + ydy = Xdx^ 
e questa, confrontata coUa 

xdx + ydy = t^xdx^ 
che si ottiene differenziando Tequazione deU'ellisse 

W subito la cercata condizione per gli apsidi 

{X—e x)dx=zo. 

Ogniino dei due fattori del prime membro, cguagliato a zero, dk due 
sol'jzioni. II prime defimsce i due punti d^'lla curva (posii sopra una 
medesima parallehi all'asse niinoro) dei quali Tascissa moltiplicata per 
f* d\ Tascissa del punro attraente; ed i note che X i Tintersezionc 
deirassc maggiore colla normalc condotta per il punto di ascissa x, II 
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secoodo fattore definisce i punti della curva per i quali la x 6 massima 
o minima, cioi le estremiti deirnsse maggiore. 

Finchi reqoazione X — e'x = o di ascisse minori di a, i punti 
di coatatto delle normali sono reali, e quiiidi il punto X non pu6 es« 
sere ceotro di forza. Quando invcce X h maggiore ^ t^a , zxok la; 

La 

distanza dal vertice i minore di a{i — e^):=zp=. — , le normali non 

coincideDd coU'asse maggiore sono imaginarie. 

Analoganaente si dimostra quando possa essere centro dl forza un 
puoto collocato sull'asse minore, alia distanza Y dall'originc;. Si ha in 
qiu»tt> case 

donde 

rdr = xdx + (y — Y)dy. 

m 

La condizione perchi r sia discaaza apsidale h dunque 

dl_ * . 

dx~ y—'Y' 



e questa, confrontata colla 



dy _ ^_x_ 
ix'^ "a* y ' 

che si ricava- per derivazione dall'equazione dell'ellisse, dh sahkoy 

n ^alota massimo di v pu6 essere h ; in tale caso si ha 

' h 
e quindi la distanza dal verti<:e piii vicino 



Solo quando il puntoi F sia piti vicino al vertice .le norra^i per 
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esso condone all'dlisse, e non coinddenti coll'asse mlnore, sodo ima- 
ginarie. 

Troviamo fidlinente idimque che 3 centro di forza deve giacere 
sopra uno dei due assi dcireliisse, ad una disUDza dai vertid inferiori 
al rispetthro raggio dt curvatura. Quando I'evoluu dell'ellisse dod sia 
contenuta tutta nelllntemo di questa, sara imposstbile che il centro di 
forza sda sull'asse minore. 

G6 posto, osserviamo che gii Newton aveva dimostrato (*) che, 
se nn'dlisse h descritta da un mobile Af sotto i'azioDe di una forza S 
propordonale aUa distanza, e diretta costantemente verso il centro C 
a questa ellisse, essa pu6 essere pure descritta sotto I'azione di un'at- 
tra forza R diretta costantemente ad un altro punto O del piano pur- 
ch& fra le intensiti^ R cd S abbia luc^o la relazione 



CG 



mf.^M' 



dinotandosi con G il punto ove la tangente alia ellisse i incontrata 
dalla parallela ad Af O condotta per C. Avendosi S propoizionale a 
CM, possiamo scrivere 

dove (t i tma costante, a e b sono i semiassi dell'ellisse. Al rapporto 
di CG ad OM possiamo sostituire il rapporto equivalente delle per* 
pendicolari p ef abbassate rispettivamente da C e da sulla tangente: 
e questo rapporto, esprimendo p ^ p' colle coordinate di Af e di O, 
si trasforma subito in quello delle distanze f ^ q' che il centro C del* 
Tellisse ed il punto mobile Af tengono dalla polare del centro di at- 
trazione rispetto aU'ellbse; di guisa che I'espressione generale della forza 
R che fa descrivere I'ellisse al punto Af diventa : 

^- aH' j""^' 



(•) Principia, Libro I, Proposizionc XVII, Scolio. 
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dove r t q' variano al muoversi di M sulla curva. 

Only sc noi supponiamo che il centro di attrazione stia suirasse 
delle X , ad una distanza X dal centro C (n& diversamente si ragio- 
nerebbe ponendo tale centro sull'asse delle y) si trova che la sua polare 
i la parallela all'asse delle y avente per equazione 

—s- — 1=0. 



Le distanze di C e di Af da questa retta sono adunque 

xX—i 

y = 5 = 3^, 5=—^=—^^—, 

a* 
donde 

Perchi R sia funzione della sola r, occorre che il binomio (a* — xX) 
possa ridursi costante^ oppure funzione della sola r per ogni valore di 
jc. 11 primo caso si verifica per X = o , cioi quando il centro attra- 
ente i il centro dell'ellisse, e la (5) assume la forma . 



^ = "5^''> 



sostanaalmente identica alia (3). 

Qtiando invece a* — jc X si riduce ad essere funzione della sola 
r, h noto che Torigine dei raggi vettori non pu6 essere che il fiioco. 
In questo caso X=zca, a* — xX=z a(a — ex) = ar^ e quindi 






dove p h 11 parametro deU'ellisse. Questa espressione coincide colla (4). 
£ manifesto che la (5) rientra tanto nella (i) quanto nella (2) , 

Rmd. Cure Matrnm^ t. V« parte i*— Stampato il 17 febbrajo 1891. 8 
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togltendo cosi la singolarid notata dal signor Glaisher deU'csistena 
di due tipi di forza rispondentt ad un untco prDblema. £ notevole che 
I'espressione della forza cosi dedotta non contenga piA esplicitamente 
che una delle coordinate del punto attratto. 



Torioo, I ottobre 1S90. 



F. PORRO. 



NoTA.— n presente scritto era gii statnpato, quando I'Autore yeime a cogniiioDe 
di una discussionc del problema generate del inoviniento per una finea di secoDdo 
orJine, pubblicau dal chiar.>"o B a 1 1 a g 1 i n i negli Aiti delf Aceademia dei Linen ^ se- 
rie 111, vol. I (1877), dove la quesnooe «: coosiderata da un diverso punto di vista. 

F. P. 
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SUL MOTO BRACHISTOCRONO; 

Nota di 0. P e n naooh ietti, in Catania, 



AihHMfM dtl 14 ^eeabra 1S90. 



Se le component!, secondo tre assi ortogonali, della forza che sol- 
lecita un punto materiale, sono le derivate parziali di una funzione delle 
sole coordinate, la riduzione deirequ.;zioni del moto alia forma cano- 
nica presuppone come si sa , quale condizione data del moto stesso, 
che questo sia libero , o avvenga sopra una superficie o curva data , 
fissa o variabile col tempo di forma o anche solo di posizione. Fa- 
cendo la stessa ipotesi dell' esistenza di una funzione potenziale , ma 
supponendo , quale condizione data , che il moto sia brachistocrono, 
pervengo in questo lavoro a una forma di equazioni, le quali hanno 
molta analogia coi sistemi di Hamilton. 

SI. 

Siano x, y^ :j le coordinate cariesiane ortogonali d'un punto mo- 
bilei di cui potremo supporre la niassa eguale airunit;\, e 11 quale sia 
obbiigato a percorrere, senza attrito, una curva fissa, per ora^ in gene- 
mle indeterminata, e sia soggetto all'azione di una forza, la quale am- 
metta una funzione potenziale, dipendente dalle sole coordinate x,jf, ;(. 
D tempo t che impiega il mobile nel pnssaggio tra due posizioni . a 
cui corrispondono le ordinate ^^^ ;(, le velociti v^^ v q \ valori 17^, U 
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della funztone potenziale, si deduce dall'mtegrale delle forze vive: 

v'=2(U+h), (0 

ed i dato daU'equazione : 

t = £fdK, (a) 

dove: 



V (21/ 



*"+y* 



avendo posto per breviti : 

e avendo indicato con accent! le derivate rispetto alia variabile :^. 

Affinchi Tint^rale, che costituisce il secondo membro della (2), 
sia un minimo, & necessario, secondo il calcolo dcUe variazioni, che le 
fiinzioni x, y della variabile :(, soddisfino identicamente alle due equazioni 
di£ferenziali ordinarie di second 'ordine : 

dx diJ^ — ^' dy di ay ~ ^' ^^^ 

che sono Tequazioni differenziali della brachistocrona , corrispondente 
alia forza data. La determinazionc delle costanti si fa secondo I'ordi- 
naria teoria del calcolo delle variazioni, c di essa non ci occuperemo. 
Se si prende / come variabile indipendente, le equazioni (3) diven- 
tano le due prime delle tre seguenti, la terza delle quali si deduce dalle 
altre due con una permutazione delle coordinate : 





dx 


-.1 


dt ^ dU 




dy 


"■^ 


dt , dU 




dl 


--^ 


dt , dU 

-r + -K — = 0. 



(4) 
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Moltiplicando le equazioni (4) ordinatnmente P^r -jr > -^ > -jti i^di som- 

mando e integrando , si ritorna evidentemente alta equazione (i). II 
sistema delle equazioni (i), (3), ovvero (2), (3) 6 equivalente al si- 
stema delle equazioni (4). 

Sn. 

Si aggtunga ora la condizione che il mobile debba restate costan- 
temente sopra una superficie fissa data, la cui equazioae sia : 

/(*, y, = 0- (0 

Indicando con X una quantidt indeterminata, si avranno, invece delle 
(I, 3), le equazioni differenziali : 

' (2) 
by di dy' dy 

Dalle equazioni precedenti si dedurr^, oltre la (i), una seconda rela- 
zione fra le coordinate : 

f,(.x,y, = 0. 

la quale colla (i)determineri la brachistocroiia relativa alia superficie data. 
Assumendo / per variabile indipendente, le (2) diventano le prime 
due delle seguenti tre equazioni , delle qualt la terza si deduce dalle 
prime due con una permutazione di lettere : 

dx 
. d dt ,dU ..df 

d Tt dU dl_ }0) 

di 

, d U ^ dU ^ .df 
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Da queste i &cile dedurre la (I, i). H sistema, composto delU equa- 
zione (I, i) owero (I, 2) e delle equazioni (i), (2) i equivalente al 
sistema delle equazioni (t), ()). 



Sm. 



I sistrmi (I, 4), (U, 5) equivalgono ai seguenti : 

iVx__aU dv _i_dx 
dt' ~ dx "^ ^It V dt ' 

d^y ^ d U dv I dy \ 

d?~~^^^JiTli' I (0 

d('~ di'^ ^ dt V dt ' 



dt* ~~ dx ^ ^ df V dt ^ ax' 



\ 



dt'— dy "^ dt; V dt '^ ^dj^» i' W 

d^l_ dU dv ^di dl 

di'~ di '^^dt' V dt '^ di 

Trasformeremo orn il sistema (i) dal sistema di coordinate *, >, < a 
un altro sistema qualunque di coordinate 9,, q^, q^ Contemporanea- 
mente trasformeremo le equazioni (2) , alle quali k da aggiungersi la 
(11, i), esprimendo x, y, ;j per mezzo di due variabili indipendenti y, , q^, 
tali, che i valori di x, y^ Xy espressi per mezzo di y,, y, , sostituiti in 
(II, i) rendano quest'equazione identica, qualunque siano y, , q^. 
A tale uopo moltiplichiamo le equazioni (1) owero (2) per 

-^— ^ -^ , 3-^ , c quindi sommiamo le tre equazioni, che ne risultano. 
dq, dq, dq, 

Si ponga : 
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% ossem che a ba : 



d^dq.^ Ifdq. ■•" di'dq. ~^ dt d<t, dq, * 

dT dv 
dt It' 

dtdq, didq, '^'dJdq,~ dq',' 

Si otteni in ambedue i casi : 

dT 

^dT_dT__dU dldT . 

didq'. dq- 1^.'^ T dq', ^'^ 

Uequazioni del moto bracbistocrono hanno dunque la stessa forma (3) 

tanto neiripotesi del § I, quanto nell'ipotesi del § 11, con questa diffe- 

teoza che nel primo caso le equazioni saranno (3), cioi I'indice s po- 

tri avere tutte e tre 1 valore i , 2 , 3 , mentre nel secondo caso le 

equazioni saranno due , potendo 1' indice s assumere solamente i due 

valori I, 2. 

In particolare, nell'ipotesi del § I, le equazioni del moto possono 

pxendere la forma : 

dT \ 

d_dT_dT__dU dt^dT 

dtdx" dx~ dx^ Tdx' ' 

dT 

±dT dT dU dldT > (4) 

dtdy dy— dy'^Tdy' 

dT 
J_dJ^_dT__dU di_djr 
dtd^i 57 ~ di'^'Td^' 



I 
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Siv. 

Le equazioni del moto brachistocrono , relativo a una superfide 
(issa data, conservano la forma (QI, 3), anche quando, seoza che le 
componenti X, Y , Z della forza siano necessariamente le derivate di 
una stessa funzione U di tre variabili indipendenti x^ y , :( , il trino- 
mio Xdx + Ydy + Zd:(^ sia nondimeno il di£Ferenziale esatto di uns 
funzione delle due variabili indipendenti q^, q^. 

In£itti, chiamiamo U quest'ultima funzione^ e supponiamo che si^ 
identicamente : 

Xdx+ Fiy+ Zi^ = |i^dy. + i|dy,. 
Sia : 

d^= Edq\ + 2Fdq,dq, + Gdf, (i] 

Tespressione del quadrato deU'elemento lineare della superficie fissa data 
essendo Ey F^ G funzioni conosciute delle due variabili indipendenti 
1t» 9%' I^ tempo che impiega il mobile per passare tra due posizion: 
di una curva fissa, che si obblighi a percorrere suUa superficie data, ( 
alle quali corrispondono i valori 9^ , q\ di 9, , & : 



dove: 



= j!" ^-^y. . (»: 



=/ 






avendo posto niomentaneamente per brevity : 

L'equazione differenziale del second 'ordine della brachistocrona, in coor- 
dinate curvilinee, sari : 
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Co nsiderando q^ , q^ funzioni di / e osservando che si ha : 

I '^^d^uazione (3), dopo facili trasformazioni, diverr^ quella delle due equa- 
i (in, 3) , che corrisponde ad 5 = 2. Con una permutazione di 
e si ha anche V altra , corrispondente ad 5 = i , e che , unita 
prima, equivale al sistema (2), (3). 

SV. 

Alle equazioni (HI, 3) si pu6 dare un'altra notevole forma. An- 
zitu&no' si osservi che le QH, 3) possono anche scriversi : 

dT 

d ag;_ a(r~u) 

dt T dq, • ' W 

QiEixadi si ponga : 

ar 

^;5SeQdo T funzione omogenea di secondo grado rispetto alle 9^ , si ha: 

d T 
oppure, sostituendo a -^ il suo valore tratto dalla (i) : 

2T=xp.Tq:, 

oweio 

^ ^ 2 = 1^^, (3) 

od anche 

t=Xp.H-t. 

Quest'equazione, differenziatn, oSre: 

iOmd. Ore. Maim,9 t. V, parte i*— Stampato 11 17 febbrajo 1891. 9 
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Osservando che la prima e Tultima somma del secondo membro, in 
virti di (2), si distruggono, e che la seconda somma, a causa di (3), 
h uguale a idT, si avri : 

dT=2dT+XTg:dp, - X^^^-' 
da cui : 

Ma considerando T come funzione delle ^, , y, , e distinguendo mo- 
mentancimente con parentcsi le derivate parziali di T, prese secondo qiie- 
sto concetto, si ha : 



■'r=l(|l)^A + Z|f^».- 



9 

Confrontando le due espressioni di d T, se ne ricava : 



^'■'=-(il)> « 

a r /d r\ , , 

ST. = Kh} ^" 

Risulta cosi dalle (i), (4), (5) il seguente sistema di equazioni del moto 
brachistocrono : 

dt dps 

dt~dq, dq/ 

nelle quali intendiamo che T non sia espresso per mezzo delle y, q\ 
ma bensl per mezzo delle q, py e che le derivate parziali di T siano 
prese dopo qucsta trasformazione, considerando queste ultime quaniitJi 
come indipendenti. 
Ponendo : 

T—U=H, 

e o§servando che si ha : 

au 

dp. = ''^ 
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precedente diviene : 

-^dJ- dp/ ^dt-bq; ^^ 

aggiungere che nel sistema (6) Tindice s pud assumere i 
I, 2, 3, ovvero solianto i due valori i, 2, secondochi si 
ipotesi del § I o del § IV. 

ema (6) rientra nel sistema piu generale : 

dt dp, ' dt dq, ' ^'^ 

rindicc 5 piio prenderc i valori r , 2 , . . . «, dove K & una 
Jaia di q^, q^, . .. (j,^, p^, p^, . . . />.,, e dove * i una 
i quesie stesse quantiti , e inolire pu6 contenere esplicita- 

1 sistema (7) ammettein comune col sistema di Hamilton : 

dq^_djl ^__L^ 

dt dp/ dt dq, 

integrali non contenenti esplicitamente /. Trovati questi 
itcgrali, qucirintegralc del biouma (7), che contiene esplici- 

si ottiene intcgrando un'equazione differenziale ordinaria di 
e, e quando k non contcnga esplicitamente t, lo sttsso in- 
ottiene mediante una quadratura. II sistema (6) corrisponde 

n = 3 ovvero w ^ 2; k=z — i, K ^=z T — U. 

SVi. 

imo dapprima Tipotesi del § I, e riferiamo il mobile a un 
tre assi ortogonali fissi, sicchi \c equazioni del moto bra- 



siano : 




^dx dH 
dt dpr 


j.dp,_dH 
^ dt ~ dx'* 


j,dy dH 
dt dp, ' 


^dp, d H 
dt~dy' 


^rf:^ d H 

dt- dp' 


^dp^ d H 



(0 



6S 
esModo . 



G. PBMMACCHIETTL 



T=-L(^+Tr+C)» 



dove gli acceati indtcano derivazioni rispetto al tempo. Potrano: 



dT 
dx' 
T 



da cui si deduce : 



JT dT 

Ft* ~T — "»» T—~t\* 






w 



= ^h 



y=ii 



p\-\-p\+f,* 



1'=^^ 



p: + pi+p] 



a » 



r=T^ 



L'integrale dcUe forzc vivc i perci6 : 

Pt+P*+Pi— u ^ Ij' 
Si formi quindi Tequazione a derivate parziali di prirn'ordine : 

Sia 5 una soluzione completa di quest'equazione, contenente doi, oltre 
la costante additiva, due altre costanti arbitrarie <x, , a^. Se ^, , ^, sono 
due nuove costanti arbitrarie, grintegrali, non contenenci esplicitamente 
t, del sistema (i) saranno: 



dS 
da, 

dS 
dx 



P.>^-P,f 



dS 



=A 



(3) 



(4) 



r 
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equazioni (3) sono le due equazioni della brachistocrona. Lc equa- 
2ioril (4X ossia, a causa di (2) : 

dT dT dT 

dS_d^ dS_dy dS_d^ 
dx~ T' dy~ T' di~ T 

tre int^rali primi del sistema delle tre equazioni diSerenzTali di 

d'ordine (m, i) del moto brachistocrono. 

Conoscendosi cosi del sistema (i) i cinque integral!^ che non con- 

tengono esplicitamente t, la ricerca dell'integrale rimanente si riduce ad 

Qoa cjuadratura^ come permette il sistema stesso, o come risulta dalla 

Of .2^ medesima. 

Svn. 

Facciamo ora Tipotesi del § IV. Si prenda un sistema qualunque 
d^ Coordinate curviline q^ , q^ suUa superficie data » e il quadrato del- 
yd^mento lineare della superficie sia dato dalla (IV , 1). Le equa- 
^oxii del moto brachistocrono, relativo alia superficie data, saranno : 

j^dq^ dH rp dp^ __^ d H 



Si avri: 



. (0 

rpdq^ dH rp dp^ dH 



dove gli accenti denotano derivazioni rispetto al tempo. Poniatno : 

dT dT 



i£.=,,. '4=,,. w 



onde 



J- — 1\> J* 



,_ 2(-Fp, + Ep:) 

^*-Gp]-2Fp,p, + Ep\' 

y_ 2(£G — F) 
-Gpl-2Fp,p,+ Epl 



TO 
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L'intcgrale ddle fcrze vive e quindi : 






Si fbrmi »)ra re»iiLizione ciffcrcnzijl;: ii prim'ordine: 



oY— Y— 2F— — ~ eI—\= 

\dqj ^ dq,d^^ \dqj 



dSy_2(EG — F) 



Sij 5 un:: so!'j:ione completa, ccntenente cioc", o!tre la costantc li- 
diiiva, un'aitra ccstante arbitrari.i a.. S^ r c un'alrra costanie arbi- 
traria , grintegrali . non contenenti esplicitamente /, del sistema (i) 
sannno : 

dS 



da. 



= *.. 



dS_ dS _ 



(3) 



(4) 



L'equazioiie (5) e I'equazione della brachist.icrona in coordinate cat- 
vilinee. Le eqiiazioni (4), cioc, a causa di (2) : 



dT 
dx ~ T 



' > 



dT 
dy~ T 



sono due iateg'ali primi del sistema delle due equazioni (V, i) d^ ^ 
renziali ordifar-e di sccond'ordine del nioto brachistocrono : 

dT 

j.ddq\_d{T -U) 
dt T ~ dq, 

dT 

rddq:_ d(T^U) 

dt T~ dq, ■ 

II sistema (i) permetteri di trovare con una quadratura il rimane ^^ 
integrale; oppure si potri eseguire la quadratura indicata in (IV, ^ 
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§vm. 

Applichiamo il metodo precedenle al caso notissimo dellabrachi- 
st.c>crona relativa alia graviti nel vuoto. Pcendendo Tas^e delle x diretto 
^til senso stesso della graviti, sari : 

U = gx, 

e le equazioni (IH, 4) del moto brachistocrono diverranno : 

y/_ , I 2ix'x" + yy'^ + ^^:^") 

_ 2ix'x''+yf + ^':^'^) 

_ 2(x'x'^ + yf + :^'f) 

dove gli accent! indicano derivazioni rispetto al tempo. Dalle ultime 
due equazioni, dividendo e integrando quindi l^equazione risultante, si 
deduce immediatamente un'equazione iineare rispetto alle coordinate 

y, ;(, la quale significa che la brachistocrona h in un piano verticale. 
Prendendo questo per piano coordinato xy, sari ;( = o per tutta la 

<)urata del moto. Le equazioni del moto si ridurranno perci6 alle due 

^uazioni : 

„ ^ 2 (x'x^' +y'y") , 

Nel caso particolarissimo che il valore iniziale di ^ sia nuUo, queste 
stesse equazioni mostrano che la brachistocrona ^ una linea retta ver- 
ticale, e fl moto uniformemente vario. Quindi in ci6 che segue stip- 
porremo che il valore iniziale di y non sia nuUo. 



^% O. PBMHACCHIETTL 

Ora si ha: 



Se si pooe: 



dT dT 



ne risulta: 

y— _!&_ ,■> - aft 

L'integrale delle forzc vive h quindi : 
ossia: 

(?« + *)W+K) = 2. (I) 

Le equaztoni del moto brachistocrono, ndla fonna (V, 6), saianoo: 



dove: 



ossia: 



^ dt" dp,' dt~^* 



^ dt ~ ^' ^77~ d>' 



H=T—U 






(a) 



dS dS 
Sostituiamo neU'equazione (i) ^ P^i P^ le derivate parziali -^— , -nr — , 

e fonAiamQ cosi Tequazione difierenziale parziale : 
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Cerchiamo di quest'equazione una soluzione completa, contenentc, ol- 
tre la costante additiva, anche un'altra costante arbitiaria c. Si soddi- 
S& alia (3) ponendo : 

dS dS 

0: 



c: 



K — ^" • X. ^S X -f- — •• 

<^g ' g 

5 = fv 4- . > , ,^ arc tan. — . (4) 

c:]6 si hanno i seguenti tre integrali indipendenti dal tempo : 



dS 
dx 

dS 



= Pu (6) 



^5sendo c' una nuova costante arbitraria. 

Eseguendo le derivazioni, grintegrali (6), (7) divengono: 

Pt = «> A = ^f (8) 



^^nde si trae dalla prima delle equazioni (2) : 



denotando con d' una nuova costante arbitraria, si ha : 

;c, = ij[^i + senj/^(/ + 0]. 
Rind. Gre. MaUm.^ t V« parte i/— Stampato il 6 febbrajo 1891. 10 
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Avcodosi: 



cos j/I^(/ + n = cgx,u = f/i- (^— )'. 

il radicale 1/ i — ( — ~p~^) dcv'esscrc preso posiiivamente o 
gativamente, secondoche : 



cost/-LQ + c")>o. 



Sc si pone inoltre : 

la (5), sviluppata, diventa: 



^,- j? arc. COS. A_5. + R^j _ (l^J^J^o, 
die i la nota equazione della cidoide. 
Catania, 8 dicembre 1890. 

G. Pennacchietti. 



7< 
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Nous avons donn6 rteemment une demonstration des plus simples, 
et on pent dire intuitive, de ce thiorime (*). Nous allons en dMui re 
sans difficult^ quelques consequences int^ressantes. 

THtoiubiE I. — Etani donnie, dans un plan^ une courbt plane al- 
gibriquedipourvue de branches paraboliques ou isotropiques et de singulariUs 
ponchUlles^ le centre de moyennt distance des points d* incidence des droites 
issues d*un point fixe p du plan et coupant cette cottrbe satis un mi\ 
angle d^ incidence m varie pas^ lorsque la courbe se diforme, en corner 
vant les mimes asymptotes. 

Ce centre de moyenne distance coincide avec celui des points d*inct^ 
dence des droites qui, passant par p, coupent sous I'angle 6 les asymptotes 
de la courbe, et des points d' intersections mutuelles de ces asymptotes^ con- 
sidirls cotnme doubles. 

Soit en efFet 

Tequation d'une courbe algebrique, d*un degre quelconque m, rappor- 
tce ik un syst^me d'axes de coordonn6es rectangulaires. Par un point 
p de coordonnies x = a, y^=zb^ faisons passer les droites qui rencon- 
trent la courbe (i) sous un m6me angle d 'incidence 0, compti dans 
un sens de rotation bien determine. Les points d'incidence de ces points 
sur la courbe sont h I'intersection de cette courbe et de celle qui est 
difinie par I'iquation du m^"^ degr6 

(2) (* - «)(/: -/; tgO) + (:k - *)(/; + /: tgO) = o. 

La courbe (i) itant suppos6e n'avoir aucune branche parabolique 
ou isotropique, ni aucune singularit6 ponciuelle capable d'en nbaisser 
la chisse, ses m* points d 'intersections avec la courbe (2) coniprennent 
cxdusivemcnt les points d'incidence cherch6s. 

Imaginons maintenant que Ton fasse varier la courbe (i), sans 
chunger ses asymptotes. Les temies de degris m et wi — i de Tiqua- 
tion (i) ne subissant^ dans cette hypoth^se, aucune alteration, on voit 




(•) SouvelUs Annaks de Siatbimatiques^ 3« s<iric, t. IX, p. 261. 



SUE QUELQUES PROPRlfeTfes RELATIVES AUX POINTS, ETC. ^^ 

m 

^^^cir^^iatement qu* il en est de mime des termes dedegrfc m et m — i 

^ X 'Equation (2). Par suite, la courbe (2) , en variant , conserve les 

^^>nes asymptotes. En appliquant le th6or6me de Liouville, rappel6 

^ ^ibut de cette Note, on en conclut, comme il s'agissait de le d6- 

^^Vitrer, que le centre de moyenne distance des w* points d'incidence 

^^^te fixe. 

Supposons, en particulier, que la courbe (i) se rWuise i ses m 

^^ymptotes. II est ais6 de voir ce que dcviennent alorsles w* points d'ihci- 

^ence. H y en a m qui sont i I'intersection des /// asymptotes avec les m 

droites, issues du point />, qui coupent respectivement ces asymptotes 

sous Tangle 6, dans le sens de rotation convenu. Les fn(m — i) autres 

points d'incidence viennent coi'ncider par couples avec les — ^ 

points d'intersections mutuelles des m asymptotes. Le thiorJme I est 
done complitement dimontri (*). 

TntoREME II. — Etantdonnit um courbe plane algibriqm, dipotirvue 
de branches paraboliques ou isotropiques et de singularilis ponchulleSy un 
point variable dans le plan de cette courbe et le centre de moyenne distance 
des points d'incidence des droites qui partant de ce point, coupent la courbe 
sous nn mime angle d' incidence 6, d'un sens de rotation bien ditermini^ 
engendrent deux figures affines. 

On voit d'abord immediatement qu*i un point de la figure d6- 
crite par le point variable p correspond un point , el un seul , de la 
seconde figure. Montrons maintenant qu'i toute droite de la premiire 
figure correspond une droite de la seconde, et que les points corres- 
pondants marquent sur ces deux droites des divisions proportionnelles. 
Imaginons, i cet efFct, que le point p decrive une droite D, et pro- 
jetons, a chaque instant , ce point sur chacune des asymptotes de la 
courbe , i Taide d'une droite inclin^e de Tangle constant sur cette 
asymptote. Les diplacements simultanes des projections de p sur les 



(•) Cc ihdorfcmc s'jpplique, en panlculier, aux nornules (0 = — ), coinme nous 

TavoDS 6tab!i ailleurs par unc demonstration directe, mais toute semblable it celle-ci 
(loc cit., p. 264). II cessc d*6tre vrai pour le cas des tangentes (0 = 0). 
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asymptotes sont ividemment proportionnels aux d^placements corre- 
spondants de ce point sur la droite D. Or il est clair que si des points, 
en nombre quelconque , se diplacent ensemble , sur autant de droi- 
tes , de longueurs constamment proportionnellcs, leur centre de mo- 
yenne distance se diplace egalement en ligne droite et de longueurs 
proportionnelles aux pr<icedentes. Par suite, le centre de moyenne di- 
stance t: des projections, sous Tangle 6, du point p sur les asymptotes 
de la courbe dicrit une droite 1, et ses diplacements sur A sont con- 
stamment proportionnlls i ceux de p sur D. 

D 'autre part, o d&ignant le centre de moyenne distance des points 
d 'intersections mutuelles des asymptotes de la courbe, et k le centre 
de moyenne distance des points d'inciJence des droites issues de^et 
coupant la courbe sous Tangle 6, il r^sulte du thtor^me I que Ton a 

la relation .— = , d'oi — = — . On en conclut que le 

kiQ m — I OTQ m ^ 

point k d6crit une droite parallde ^ A , en y marquant des divisions 
proportionnelles h, celles de x sur A, et par consequent ii celles de p 
sur Z). C'est bien 1;\ ce qui caract^rise Taffiniti , et le thtor^me se 
trouve itabli (*). 

THfeoRfeME III. — £tant donnie, dans un plan^ une courbe algibri- 
que sans branches paraboliques ou isotropiques el sans singulariiis poHLtuel- 
les^ par un point fixe p du plan on fait passer les droites qui la rencon- 
trent sous un mime angle d'incidence , d*un sens de rotation bien di- 
termini^ et on prend le centre de moytnne distance des points d'incidence 
de ces droites. Ce centre de moyenne distance^ lorsquc varie, dicrit une 
droite (♦♦). 

En vertu du thiorime I, on pent, dans la recherche du lieu qui 
vient d'etre difini, remplacer la courbe par ses m asymptotes, en con- 



(•) Lc cai particulicr de cc thcor6mc qui concernc les normales est dii i M 
Humbert, qui Vjl obtenu par des considerations d'ur^e autre nature (Journal dt 
Maty matit] ties pares et appliqnies, 4' s6rie, t. Ill, pag. 362). J'cn ai donn6 d^ji pr6 
ccdeniment une demonstration 61dmentaire, diffi&rente de celle que je viens d'exposei 
ici pour un cas plus g^n^ral {Nouvelles Annates de Mathimatiques, y s6ric, l. IX, p. 278) 

(••) J'ai fait connaitre verbalemcnt ce th<ior^me i la Soci6t6 M ith^matique d« 
France, dans sa stance du 19 novembre dernier. 
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sid^i"sint chacun des — > ^ points d' intersections niutuelles de ces 

as}i:i.iptotes comma resultant de la superposition de deux des points 

d'irk evidence. Faisors d'abord abstraction de ces — ^^ ^points. Lors- 

qu& Tangle varie, les m points d'incidence respectivement situ& sur 

ks /;; asymptotes y parcourent des distances constamment proportion- 

nellcs : c'est ce qui r&ulte immediatcment de la similitude des triangles 

qui ont pour sommet commun le point p et pour c6tes opposes res- 

peotivement les longueurs parcourues simultaniment par les points 

d'iticidence sur les asymptotes. Par suite, en vertu d'une remarque 

d&jA fait& dans la demonstration du thtorime II, le centre de moyenne 

distance des points d'incidence sur les asymptotes dicrit unc droite , 

brsque Tangle 6 varie. D'ailleurs, pour passer de Ml au lieu du centre de 

moyenne distance des points d'incidencesur la courbe, ilsuffit, comme 

dans la demonstration du th6orime II , de transformer homothitique- 

ment la droite trouvAe, dans le rapport — , en prenant pour centre 

d*honioth6tie le centre de moyenne distance des points d 'intersections 
mutuelles des asymptotes. La transformie homothitique d'une droite 
itaot une droite, le thior^me est d6montr6. 

On giniralise imm^diatement par Thomographie les thiorimes qui 
font Tobjet de cette Note, et on en diduit facilement trois autres par 
k principe de duality. II nous parait superflu de donner les £nonc6s 
aoKquels on est ainsi conduit. 



Paris, 9 d^embre 1890. 



G. FoURET. 
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REVUE ANNUELLE D'ANALYSE; 
par M. ^mile Pi card, ^ Paris. 

(Dalli RevM ginirait dis sciences pares ^ei appUquies, i^e ann^, n° 22 : 30 novetnbre i^o)^ 



Je n'ai nuUeraent rintention, dans les pages qui suivent, de faire une revue des 
travaux raath^matiques de quelque importance publics depuis quelques ann^es; une 
telle tiche est impossible i reroplir ici, it cause de la diversity des sujets et du ca- 
raa^re trop abstrait de quelques uns d'entre eux. Je dois me borner 4 des vues g^- 
n^alcs, sans entrer dans Ic dtoil de questions plus particuU^res, quoique d'un tr6s 
grand intMt 

I. 

D*une mani^re gdn^rale toute la science math^matique repose sur I'id^ de fonc- 
tion, c'est-jl-dirc de d^pendance entre deux ou plusieurs grandeurs, dont I'^tude coa- 
stitue le principal objet de I'Analyse. Mais cette id^e de fonction est bien vague par 
elle-mtoe; c'est peu ii peu seulement que les analystes se sont rendu compte de son 
'tondue, et nos id^s 4 ce sujet sont certcs aujourd'hui bien diffi^rentes de celles de 
Lagrange, 4 r^poqoe o£i ce grand g^om^tre ^rivait son trait^ sur le Calcul des 
fbnctions. On sait, par exemple, aujourd'hui qu'unc fonction continue n'a pas n^- 
cessairement une d^riv^, qu'il existe des fonctions continues ayant dans tout inter- 
valle une infinite de maxima et minima. II est done n^cessaire , si I'on veut sortir 
des gto^ralitisy d'^tudier des classes de fonctions que distinguent quelques caract&res 
spteiaux. 

D'un int^r^t tout particulier, sont les fonctions qu'on appelle maintenant fonctions 
analydques, dont la thtorie a ^t^ cr^^ par Cauchy, et qui ont fait, depuis vingt 
ans , Fobjet d'innombrables travaux. Leur C'tude revient 4 celle des fonctions u de 
deux variables x et ^ satisfaisant 4 I'^uation; 

ox Oy 
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Les fooctkms satis&isaDt ik cette Equation peuvent s'associer deux i deux , de 
^le sorte que u et v disignant deux fonctions associt^es , ti-^iv soit unefonction 
^^'^Wy/igiie de la variable complexe ^ = x -|- »y> c'est-4-dire une fonction de :( ayant 
chaque point une d^riv^ unique. L'^quation (i) i^ laquelie on est ainsi conduit, 
se plafant i un point de vue purement abstrait, se rencontre dans plusieurs que- 
'^lons de physique mathtoadque. Dans la th6orie de la chalcur , I'^quafion pr6e6> 
e r^git les variations de la temperature u des points d*un plan , quind l'6quiU- 
calorifique est ^ubli. Dans le niouvement permanent dcs BulJes sur un plan , 
^uand il existe un potentiel « de vitesse, elle est v^rifi^e par ce potentiel de vitesse; 
les ligaes v = constante , orthognnales aux lignes d'igal potentiel , sont les lignes 
de courant. On peut voir de nombreux exemples de tels niouvements dans les admi- 
tables lefons de K i r c h o f f sur la physique roath^matiqce. Nous rencontrons encore 
IVqiution (i) dans le mouvement permanent de I'^Iectricit;^ sur une plaque conductrice; 
y d^igne la tension ^lectrique , et , id « comme plus h lut pour h chaleur , F^ua* 
tiou exprime que r^Iectricit^ ne s'accuraule pas dans un ^li^r.icnt pris arbitrairement 
sur la plaque. Prenons deux exemples simples; soit : 

les lignes des courants sont des cercles passant par les points a et h; le courant entre 
sur la plaque par un des points et sort par I'autre. Si au contraire nous posoos : 



« 4- wsssilog 



i-b 



ks lignes de courant sont des cercles par rapport auxquels les points a et ^ sont 
oopjuguis; on peut omcevoir la realisation exp^rimentale d'un tel ^tJt, en joignant 
sur la plaque les points a et ^ par une courbe qui serait le si^ge d'une force ilec* 
tf om o tr k e constante. Nous verrons tout A I'heure une curieuse application de cette 
renurque. 

Parmt tons les prob!^roes relatifs k requation (x), ou 4 T^quation analogue avec 
Irois termes, il en est un particuli^rement c^l^bre connu sous le nom de principe de 

P 1 r i c h 1 e t Une int^gra'e de cette Equation, continue ainsi que ses deriv6es i lln* 
t^fieur d'tto contour, est compl^temeot diterminee quand on donne sa valeur le long 
de ce contour; ce sera la valeur sur une sur£ice femiee, sM s'agit de I'^quation & trois 
termes. La demonstration, pourtant si feconde , que R i e m a n n donne du principe 
de Dirichlet est sujeite i do graves objections, et de nombreuses rccherches oat 
M faites pour arriver d une demonstration rigoureuse. II convient de roentioniief 
sartout M. Neumann etM. Scbwars. Les beaux travaux deM. Schwara 
sor cette question se trouvaient epars dans de nombreux rccueils; les geometres se- 
root beureux maintenant de les trouver rassembies dans les dejx volumes (*) (A 
^eminent professeur de Gdttingen vient de reunir ses oeuvres. Je tiens k dter parti- 

(*) GitammeUe MMtht$mMtitcht Jbbandlungtn, too H. A. Schwa rs—BMlm, 1890^ 

Rfud. Circ. MaUm,^ U V, parte i.*— Stampato il 6 febbrajo 1891. 11 
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cuii^emeot Li m^thoJe i laquelle M. Schwarz doaiie le nom de proc^d6 altero^ 
el!e a pojr objct Jc de'r.ontrcr que. si Too sjit rcsouJre le prob!6iie de D i ri chlet, 
pour di-ux on: urs ay.ni une p.irtie commune, v-^n siura lo r^soudre pour Ic con- 
toar limiian: exic'i-uremeni Tenicube des deux aire*. Eilc me pjraft d'ua grand 
imir^ et avec Jcs mcKijilcaions convenab^s, c!!e pcut ^rc erapl>y^e dans I'toide 
d*uQ grand nombre d'jut-e; cqiations aux d^rivees partielles. Le prob!to]e de Di- 
richiet se po>e dm^ p'usieurs qjcitions de physique; contentons-nous de rappe> 
ler qu*oo y est amen-l* qaanJ on Vv*ut avoir la temperature des p3ints d*un corps , 
I't^ui'lbre cVoririque C>ta'.t etiMi ct !a temperature ctant d'^tnnde k U surface. 

Nous ivons ju>qi^ci consiJere lo phn ou se meut le point (jf, jr) comme on 
plan simp'e. Unc notion p'us gi icri'e joue, dans Tanilyse modime, un rd!e essen- 
tiel, je ve^x par'er da plan mu.iip'e, c*est4-dire du plan recouvert de feuillets inlini- 
roent rapprochjs souJ^s les uns .mx autres le long de cert lines lignes; on donnei 
Tensemb'e de ces fcuii'ets le nom de surface de R i e m a n n. On remplace quelque- 
fois aujourd'hui cene not'on par une autre , identique au fond , m.iis peut-£tre plus 
fjci'e k saisir. C'»nsiJj on? dm? Te^pace une surface ferm^ , c*est-il-dire n'etant 
limitee pir aucu:ie ligne et contonint un certain nombre p de troiis ; la surface da 
lore ofFre un cxemple c >rrc"»ponJant a ^ = i, et une surfice convexe que Pon mu- 
nirait de p jnse? n^us J^nne uie r.prescnution gjn^rale d'une ie!!e SjrQce. On peut, 
sur celle-ci, tracer 2p circuits q^i ne soient pis suscoptib'es de se r^duire les uns aux 
autres oj 4 un point par une viefonnatioo continue. On prendra , par exenip^e, un 
circuit auto-jr d;: chaque troa , tt u:i d travers chaqtie trou ; on aura ainsi dans le 
tore un pjra!!^!c et un m^riJicn. Ceci posi, i'^^quation (i) consid^T^ plus haut cor- 
rcspnndait au plan sii!)p\; k U surf .ce actuelle on pcut fiire corresponJrc une ^ua- 
tion analogue. Cetie b.I'e cxtvn^ion a ^t^ faite par M. Beltrjmi; Tinterpr^ation 
hydrodynamique ou c'ectriqje est manifestement la m^me que dans le cas da plan. 
Dans un ouvr ge r^.ent (*) M. Fi*ltx Klein a Insiite sur cette interpretation et 
demontre, en q iclque so te phy>iquement , le? principiles pr-'priet^s des int^grales 
abeiennes. Sapp)S3n?, en cffct, qjo notre surfice-soit conJuctrice et que les 2^ cir- 
cuits ferm^s indjpenjmts, dont il a ct^ question tout k I'he ;re, soient le si^ge d'une 
force iIeclronioir«cc conbtjutc. Un regime de courants s'ctab'ira sur la sur&ce, ci le 
potcntiel correspondatu sera pariout fmi, avec une infinite de determinations , car il 
augmente d'ur.e q laniiti prj^^orrionnelle i la force eiectroiimtrice ii chaquc passage k, 
travers une coup re. II y auri 2/> potentiels de cciie n iture lineaircment independants; 
on pent los assK^cr Jj.ix a de.ix c;i unissant i chaq le potentiel les lignes de cou- 
rant correspond ii.ies. Si u et v Ji.ignent deux fonctions associ^es, les p combinai- 
sous u -[- iu CO resp'Jndcnt aux inte^rales de prenu^re esp^cc, attichjcs ii la surface 
de R i e m a n n dont nous somr.ies partis. Ce genre de consideration n'cst pjs sans doute 
entierement Sitisfaisant au point do vue de la rigueur, il n'en presente pas moins un 
grand intcrei , comme d^nnant une forme concrete A des speculations abstraites sur 



(•) Urber R i c n 3 :i a'* t'leort: ler ,\h'braischen rmvcHonen und ihrer InUgrMle, iim Ergdn^mmg itr 
gtwobalubtM DarUtUungtn. Lripaig, 1881. 
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lesfoDcdoDSalg^briques, et montrantle lien ^troit qui unit quclquefois des ordres dWes 
CO appareoce bien diff^rents. 

Rcvcnons niaintenap.t a !a ihcorie prviprement ditc dcs f->nction> ani'ytiques d'unc 

wriab'c comp'exe. Elle a M, dins ces derni^res nnnej"?, une d:^ bra:iches !es plus 

cdWv^s de I'Anaiyse mathl'matique. L'emploi de ihcor^iines gjn^raux, pcnneitiiit 

SOJVtfoi d'^vitcr do lonj^s cilculs et de donner de? demonstrations en quelque soitc 

symbMques Sitisfait pleinement Tcsprit et explique bie:i Tatirait que ces recherches 

out exerc^ sur beaucoup de gdomitres de notre temps. N*bubIions pas d'ailleurs que 

fcs travaux de L i o u v i 1 1 e et de M. H e r m i t c sur les fonctions douWement p4- 

riodiqoes avaient, il y a plus de quarante ans, d-^nn^ un ni^morab'e exemp^e de la 

ficonditi des principes de Cauchy. La publication en 1876 d*un ni^moire de M. 

W c I c r s t r a s $ sur les fonctions uniformes fut un dv^nement pour les analystes. La 

ddcouvene capitale de I'illustrc auteur consiste \ avoir ^tendu aux fonctions transcen- 

dant^s la d6coniposition en facteurs trouv^ pour les polyndmes dis les ddbuts de 

ralgti>re. Je ne puis m'dtenfre sur toutes les recherches provoqu^es par ce travail ; 

rappelons au moins les beaux m^moires de MM. Mittag Leffler, Appellet 

Goursat. Lc d^veloppement des theories gindrales permit d'approfondir I'^tude de 

Ibnctions sp^ctjles; parmi celles-ci, il n'en est pas qui excit6r:nt plus d:ns ces derni^res 

ann^es l*intir^tdes g^omfetres que ces fonctions d^sign6os sous le nom dcfonctionsfucbsien' 

MS par M. Poincar^ i qui on en doit la d^couverte. Ce fut une g6nira*isation 

bicn remirquab^e des fonctions modulaires itudi^es p.ir M. H e r m i t e dans la ihio- 

rie des fonctions elliptiques , et poss^dant un nombre infmi de points singuliers distri- 

bo^ le long d'un cerc^e. A I'aide des fonctions fuchqennes . on peut repr^senter 

les coordomi^es d'un point arbitraire d'une courbe alg^briques quelconque par des 

fonctions uniformes d'un param^tre; ce r^sultat si profond niontre assez I'int^rftt des 

nonvelles fonctions. 

J*ai dtt plus haut la perfection ^ laquelle ^jit arriv^e la thdorie g^n^rale dcs 
fonctions analytiques d'une variible. II s'en faut qu'i! en soit de mSme quand on 
passe aux fonctions de plusieurs variables; ici lesdifficult^s restent considerables. Un 
des Wbulttts les plus saillants obtenus das ces derniers temps est Textension aux in- 
t^ales doubles du th^ordtne fondamental de Cauchy relatif aux intcgrales simples 
prises le long d*un contour ferm^; elle a ^\h faite par M. P o i n c a r 6. L'avenir mon- 
trera sans doute I'importance de cette extension. J'ai dc m'in cdt6 cherch^ k appro- 
fondir la th^orie des fonctions algdbrique de deux variables; cette ctjdc fait bien voir 
les difShvnces profondes qui existent entre ce cas et celui d'une seale variable et 
combien l*analogie, qui si souvent est un guide excellent , peut devenir trompeuse. 
Au surplus, il apparait bien ^ priori que la throne d'une fonction ana'ytique de deux 
▼ariab!es complexes est de toute autre nature que celle d'une fonction d'une variable. 
Bomonsnous k la partis rdelle de la fonction; nous aurons dans le second cas une foncti ^n 
de deux variables relies uniquement assujettieii vdrifier I'^quation (i) pr^c^Jemnicnt 
^rite : dans le premier cas, il s'agira d'une fonction de quatre v.iriab!cs r^elles de- 
vant sitiifaire -^ qitntre Equations aux d^riv^es partielles facile ii former. II est dair 
que, daus ces conditions, le ddveloppement des deux theories ne peut ^e paraU61ei 
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ec c'est aiAsi , pout ne citer qu'im simple mais bien tntoorable eietnple , qm let 

quatre paires de p^riodes d'une fonction analytiquc uniforme qoadropletiient pModi* 
qtie ne peu\-cnt 6tre arbitroares. 

n. 

II n'est pis de question plus int^ressante pour tes applications que I'itude des 
6quitions diflfercntielles ; c*cst v6riublement Tobjet du calcul integral. Le d^veloppe- 
ment de la thterie des fonctions anaKtiques a eu lit une tits heureuse influence. Let 
tMoftaes gtoiraox reladfis 4 ^existence des impales et aux conditions qui let dk- 
fiobsent toot maintenant devenus cUssiques. En ce qui concerne les tuitions di£fi^« 
leotielles k une seule variable, c'est surtout dans la thiorie des Equations Kn^akes 
qu'ont M rdilis^ de tits grands progrts. On ferait une biblioth^que avec let mft* 
Bioires p«b)i^ deputs vingt ans sur ce genre d'^uations, dont diverses classes ont M 
ini6grtes 4 Paide de transcendantes sirap!es, et on r^sultat tits gin^ral a M oblenu 
par M. P o i n c t r 6 qvA a montit qu'avec des transcendintes analogues aux fonctioin 
fa chaien p es on pouvait tnt^grer une cltsse extrtoiement tendue d*^uationt liniairet 
k coeflklents alg^briques. Plusieurs questions d'alg^bre et de gtomitrie d*un gnnd 
kitMt toot aossi intiiiienient Kto 4 la thforie des ^nations lin&iires, en particolier 
F^tode det groupes d'ordre fini qui a fiut I'objet d*un des plus beaux m^otres de 
M. Jordan. 

Les progrfes ont M moindres dans la thtoie des tuitions non fin^aires. L^- 
gwor mce o(k I'on se trouve gfotolement de la fi^on dont les constaotes arbitrairet 
latent dins Pint^ale gtedrale rend trts diflkile T^tude de celle-ci. Un cas sem* 
Me partfcotl^n nn e m simple ; c*est celoi oft cette intigraie est une ibnctton uniforme 
de la variable. Stuf pour les ^nations du premier orJre, on ne peut malheureute^ 
mem reeomialcre s*il en est ainsi; des conditions nteessaires , de nature alg^brique, 
tout fi^iles k trouver , mab il iaudrait, en g^^al , adjotndre k ceHes-ci des condi* 
tions de nature transcendante qu*il parait bien difficile de former. Les cas ot les pre- 
miiret conditions sont suffisantes n*en sont que plus int^ressants; on en trouve im 
exemple remarqutble dans le beau mimoire de Mme Kowaleski, rclatif au mou* 
vement d*un corps solide pesant autour d'un point (ixe, que I'Acadtote des Sdeii- 
ces a couronn^ il y a deux ant. Mme Kowaleski cherche dans quels cas let 
neuf cosinus qui (ixent la position des axes prindpaux de I'ellipsoide .d*inertie du 
corps relatif au point fixe sont, queUes que soiem les donnas initialed, des fonctions 
unifomies du temps. Le ca5, traits par L a g r a n g e, du raouvement d'un corps pesam 
de revolution suspendu par un point de son axe , oflire un exetnp!e d'une telle cir* 
consunce ; les transcendants de la tMorie des fonctions elliptiques permettem alors 
de r^soudre le prob!toe. Mme Kowaleski a montr^ qu'il cxtste un autre cas et 
un seul : c'est celui oil , d^ignant par A^ B, C, les axes principaux de r^llipsoide 
d'inertie, on a ^=sB = 2C et od le centre de gravity du corps se trouve dans 1'6- 
quateur de I'ellipsolde. Ici c'est k I'aiJe d.fs transcendintes de li tbC*oric des fonc- 
tkMis flMieanes que s'effectue rint^ration complete. 
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L'touie des Equations aux d^riv6es partielles est la plus difficile de TAnalyse; la 

g&omtoie infiait^imale et la physique math^matique sont grandetnent intiress^es i 

ses progrte. Les ^ujtions du premier ordre oiu (ait Tobjet d'immeases travauz, et 

cette thteie est une des plus parfaites du caicul integral ; cette perfection toutefois 

eit, peot-ftre, plus dans la forme que dans le fond , car ies thdor^mes si beaux et 

qadqoefob si profonds de la thforie ont g^n^ralement pour objet de ramener un pro- 

\ikxat non r^so-u d un autre qui ne Test pas divantage. C'.^s transformations n*en 

(M pis rooins un trte grand int^r^t , et, en particulier , les derni&res recherches de 

ILLie sor ce sujet, sorte de synth&se des mdthoJes ant^rieures, m^ritent de de« 

ftmr dassiques. Pour le cas du second ordre, la reduction de l*int6gration de I'^qua* 

tkm i Fint^gration d'un syst^tie d'equations diflft^rentiel'ei ordinaires n'a pis )usqu'ict 

bk efibctu^ et ne le sera sans doute pas de longtcmps. Dans cet ordre d'id^es, une 

loitaiante addition aux ro^oires c^I^bres de M o n g e et d'A m p ^ r e a M £iite 

a 1870 par M. Darboux. On peut se placer, dans la th^orie des Equations aux 

dirivto partielles , k un tout autre point d;: vue et chercher , non I'int^grale g^nd- 

raie, mals one int^grale ddtermin^ p.r ccrtaines conditions aux limites. Ce second 

pnUime intdresse particub>rement la physique math^m itique; il en distinct du pre« 

nieriety le plus souveut m^iie , h connaiisance Je I'iiUdgrule g6n'^rale avec des 

&MiciioQS arbitraires n'est d*aucun secours pour sa solution. Les conditions aux limi- 

les peuTent ^re extrfimement varices. Ainsi , pour les Equations du second ordre ii 

<ieox yariablcSy une integrate suppo>6e continue scrj , comme je I'ai montr^ , d6ter- 

niote dans des cas tr6s nombreux par la valeur qu'elle prend le long d*un contour 

ftnn^ dans 'l*autres cas, on devra se donner le long d'unc c ?urbe la v ileur de I'in- 

t^!e et d*une de scs d^rivt^es du premier ordre, et les quclques pages consacr^s 

■ddeumient 4 ce sujet par Riemann, quind I'^quation est lin^iire, ne sont pas 

™e des rooins belles productions de I'illjstre anaiyste. Prcnons un exemp-e plus sp6- 

^ dans la thtorie analytiquc de la chaleur de Fourier; ce grand ouvrage, plus 

^tri que lu» pourra maintenant ^trc aisOment otudi(^ grdce d M. D a r b o u x qui 

• 

^'^'^t d'cn publie.r une nouvelle ddition, et I'a enrichie do notes pr^cieuses commen* 
^^ la pens^ de I'auteur dans les endroits difHcilos ou ob'>cuts. Le probl^nie du re- 

''''^'^Ussement d'un solide rayonnant revient , d'apr^s Fourier, i determiner une 

**ction r(jc, y, ^, /) satisfaisant k I'^quaiioa 



a 






PUr tons les points du corps V doit se reduire, pour / = o , A une fonction don- 
"^^ de jc, y, i; de plus k la surface du corps on doit avoir , pour toute valeur du 

,^ dy 

"*nps : — [- ^ ^ == o, h ^tant une constante dependant du pouvoir 6missif. Q.uoi- 

^^ k probltoie soit pos6 depuis longtemps et q je 1 1 voie ouverte par Fourier 

P^tir sa solution semble bien f(&condc, on peut dire que le problime n'est p^s encore 

'^u d'une mani^re rigoureuse. M. P o i n c a r 6, reprenant rccemment la question, 

^ moQtr^ combten la convergence des series employes ^tait probable; mais cte nou- 
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vcUcs rechcrclics sont encore n^cessaires. H en est <f afllcurs dc mhne , fl foot Wen 
Pavoucr, pour plusienrs d^ve1oppem?nts usiti^ en physique math6matiquc; on sc prend 
parfois d douter que la solution dite siml^le soit , au moins au point de vuc matfif- 
matique, le v^ritab'e 6'cment pour la s-^lution comp^^tc de p!us d'un problfcmc. Qnoi 
quHl en soit , c'cst dans la recercbe des int^grales avec de^ conditions aox limhes 
que doivent surtout porter, je crois, les efforts des g^om^tres qui s'occupent des Equa- 
tions aux d^rivies partielles. 

Toutes les parties des matbdmatiques sont ^troitement li^es les unes anx autres, 
ct des notions d*abord restreintcs it un doniame special sont susceptib'es dc prendre 
une extension inattendue. Telle est la notion de grou/>f, Depuis Galois la th4o* 
rie des jrroupes de subuitutions j^ie en a^brc un r6le capital; une tbiorie anily- 
tiquc, present int aveccelle-ci une prande analogic, vient d'etre d^velopp^e par M. So- 
ph u s Lie dans deux volumes O qui compteront parmi les travaux mathimatiqucs Ie$ 
plus importants de notre temps. M. L i e 6tudie les groupes de tramformations ; soient 

II relations, dependant de r arbitr.iires a, ^tablissant une transformation entrc les va- 
riaVes x et x'. Ces relations ddfinissent un proupc, si deux transformations de cettc 
forme efFectuies succes^iyement d'^nncnt une transformation rcntrant dans le m^e 
type. M. L i e a fait la d^couvertc capitale que la recherche de tous ces groupes , 
pour un nombre donn^ de vjriables et de parim^tres, se ram^ne i Tintdgration d'6- 
quations difftrentielles ordimires. Tndiquons que'ques r^^su'tats particuliers bien curieux. 
Quand il n*y a qu'une seu'e v.iriable (« = i) le groupe peut, par un choix conve- 
nab'e de cette variable, 4tre ramcniJ au groupe lindjire et confient done au plus trois 
param^res. Dans le cas de deux variables, le groupe ne pourra pas contcnir plus de 
huit paramtoes , s*il n'existe pas de famille de courbes , cp(x, )f) = const , que cc 
groupe transforme en elle-mfime. La thdorie de M. Lie est d'une grandc impor- 
tance pour le calcul int6gr.il; elle ne se borne pas d'ailleurs aux transformations de 
points, mais s'occupe aussi des trmsformitions de contact si int^ressantes d.ins Tj- 
nalyse des Equations aux dErivEes partielles. L'^minent gdomEtre norwEgien a aussi 
abordE I'Etude des groupes continus d*ordre infini ct exposE les principes gEnEraux 
de la recherche des invariants des Equations diff^reniielles. L'Etude dEtaillEe de ces 
invarimts a EtE faite, il y a quelques annEes, par H a 1 p h c n pour les Equations llneai- 
res; tout rEcemment, M. A p p e 1 1 s'est occupE des invjrijnts des Equations du pre- 
mier ordre et du premier degrE, et M. R. L i o u v i 1 1 c de ceux d'une classe d'Equi- 
tions du second ordre. 

III. 

La thiorie des groupes m'amEne i parler des hypothEses sur lesquelles repose 
la gEomEtrie. Celles-ci ont fait dans notre siEcle I'objet de profondes recherches; ce 
ne serait pas ici le lieu d'en faire I'historique complet. Je veux cependant m'arrEtcr 



(^) Tktorit dtr TrMtformsthngrttppin, too Sopbuf Lie — Leipzig, i888 et 1890. 
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Qo roofDCOt sur ce sujet d'un si grand int^r^t philosophique. Le m^moire de R i e- 

man n {JUebtr die Hypotbesen ivelclie der Geometrie ^u grunde Jiegen, CEuvres compUUs) 

est fondamenul. Le grand g^om^tre cherche k fixer la notion d'une multiplicity ou 

d'un espace i^ n dimensions : d'jpr^s lui , son vrai caract^re consiste en cette pro- 

fntti qae la determination de position dans cet e space pent ^tre ramen^c a n d^ter- 

mioations de grandeurs, c'est-ii-dire que la position d'un point se trouvc repr^senti^e 

au moyen de n variables JC, , Xj , . . . , x^ . Nous devons alors 6tudier les mesures 

dont Cit susceptib'e un tel espace. II est d'aborJ n^cessaire d'^tablir une expression 

oiath^natique pour U longueur d'une ligne. D'Alembert dit quelque part que la 

d^finitioD et les propri^t^ de la ligne droite sont I'ccueil et, pour ainsi dire, le scan- 

^ des eitoients de la gdom^trie; au point de vue oCi se place Riemann il n'y 

^ plus de scmdale et nous voyons nettement ce qu'il y a d'arbitraire dans la defmition 

^ la longueur. Partageant la ligne en Elements, on ram^ne le probl^me A ^tablir 

pOur chaquc point une expression generate pour l'ei6ment lin&iire dr, qui contiendra 

alon les quantit^s x, , x, , . . . , jc^ et les accroissements dx^ , dx^ » • • • 9 ^n • 

Cette expression sera une fonction homog^ne des quantit^s dx et du premier degr^, 

djLta laquelle les coubtantes seront des fonctions continues des x, Riemann se 

iK>rne A examiner le cas le plus simple oii ds estlaraciue carr^e d'unefoime qua- 

drutique en dx toujours positive dans laquelle les coefficients sont des fonctions con- 

tioocs des x, Rien n'emp^cherait de faire des hypotheses gen^rales^ de supposer par 

exeraple que ds est la racine quatritoe d'une forme biquadratique; T^tude de ces 

cas n'exigerait pas de principes nouveaux , mais ne nous apprendrait rien de plus 

sur la th^orie de I'espace. Partons done de di' represent^ par une forme quadradque; 

ceUe-ci £tant donn^e, les lignes g^odi^siques de Tespace seront imm^diatement d^- 

iioies par leurs Equations difTcrentielles. Remarquons maintenant que la forme qua* 

dratique renferme — ■ ' coefficients, fonctions arbitraires des x\ en changeant 

les variables, on peut donner ^ » de ccs cocB'cients telles valeurs que Ton veut; 

,11(11 — 1) 

les auties sont alors determines. II y a done en chaque point de notre 

espjce — -- fonctions invariantes qui sont caracierisiiques de cet espace. Pre- 

nons alors trois points trfes rapproch<is , et joignons deux d'entre eux B et C par 
une gtod^sique L, puis considcrons Teusemble des g^odosiques joignant le premier 
point A A tons les points de L; I'ensemble de ccs lignes formera une surface 4 deux 
dimensions. Cette surface a au point A ur.e certaine courbure (au sens de G a u s s); 
ce sera la courbe do I'espace en A dans la direction de I'dldment de surface que 
nous avons ccnstruit. Si Ton connait la courbure de I'espace correspondant 4 

directions arbitraires d'6I6ments de surface , on la connaftra dans toutc 

autre direction. Cette courbure sera, en g^n^ral, variable avec la direction de sur- 
face qi:c Pon envisage. Un cas remarquable est celui dans lequel la courbure est en chaque 
pcinr la mtoe dans toute direction, ct ne vnrie pas d'un point i I'autre; on dit alors que 
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I'espace est ii courhun ccnstanU, Un caract^rc fc ndameotai dts espaces ii courbure coo- 
stante est qu'on peut dans ccs espaces d^placer une figure sans alt^rer ses longueurs et 
procdder, dans les demonstrations, par superposition des figures. Miis il y a ki une dis* 
tinction importante ^ faire : la courbure peut £tre positive ou ni^gative. A I'hypoth^se 
qne I'ospice a une courbure constante negative s*attache un int^r^t historique conside- 
rable. Car c*est ^ cetie hypotb^se qu'on fut conduit d'abord pour le cas de deux di* 
mensions, non pis en suivant la voie de R i e m a n n^ mais d'une mani^re plus iXh' 
mentaire. Lobatchewsky chercha le premier (en exceptant les travaux in^its de 
Gauss) ik ^Jifier une g^onx^trie sjns faire usige duc^I^bre axiome d*Euclide. 
Laissant de c6te cet ::xionie, Legendrc avait montri que la somme des angles 
d*un triangle ne peut d^passer deux lircits; miis si demonstration, i) oe faut pas I'ou* 
blier, suppose que I'cspace est indni. Partant de la m^me idic, Lobatchewsky 
r^ussit ^ construire une g^Oinetrie, qui n'est autre que celle de I'espace ii courbure 
constante negative , dans laquelle la somme des angles d*un triangle est moindre 
que deux angles droits. M. Beltrami donna plus tard de cette geometrie^ souveot 
appel^e non eucUdienne, une representation remarqmble en montrant que la g6o- 
metrie plane du g^om^tre russe est identique \ la g^om^trie sur les surfaces i coarbore 
constante negative. Dins I'hypothese oil la courbure constante est positive, cas au* 
quel R i e m a n n s'est atuch6 de preference, des circonstances toutes differentes se 
presentent. Ici I'espace n'est plus infmi, c'est-a-dire que les distances sur une gto- 
desique sont fmies, et la somme des angles d'un triangle depasse deux droits. Ea- 
tre la geometric de Lobatchewsky et celle de R i e m a n n se trouve noirt 
geometrie ordinaire ou euclidienne, qui correspond aux espaces dans lesquels la cour* 
bure constante est nuUe. 

Nous avons dit plus hiut que» dans les espaces 4 courbure constanie, oo pouvak 
deplacer une figure sans alterer ses longueurs. Cest en etudiant ces depUcements, 
qui pour I'espace 4 trois dimensions dependent de six pirametres, qu'on peut envi- 
sager A un nouveau point de vue les hypotheses fondaroentales de la georaetrie. M« 
H e 1 m o 1 1 z a appeie autrefois I'attention sur cette question qui se rattache aux theo- 
ries de M. L i e. Ces deplacements forment en effet necessairement un groupe au 
sens du savant norwegien. M. P o i n c a r e, dans quelques pages reraarquabies, vient 
d'approfondir la question pour le cas du plan. II suppose d*abord qu'il existe un 
groupe de roouvements h trois parametres et fait en outre I'hypothese qu'une figure 
reste immobile quand deux de ses points restent immobUes. Dans ces conditions, oo 
obtient les geometries des espaces ^ courbure constante positive on negative , dont 
nous avons parie plus haut, avec la geometrie euclidienne comrae cas intermediaire, 
et en outre une autre geometrie con encore signaiee. M. Poincare donne de ces 
geometries une interpreution elegante en les rapportant aux diverses surfaces dtt 
second degre. La dernitre , qui se rapporte k I'hypcrboloTJe A une nappe , etonoe 
au premier abord. En fait , si I'on revicnt fi Teiement lineaire de R i e m a n n , il 
me semble qu'elle correspond simplcment au d$^ des espaces A courbure constante, 
mais avec une forme quadratique qui n*a pas un signe invariable. Cest ainsi qu'H 
i^rrive daos ce cas que la distance de deux points peut etre nulle, sans que ces deux 
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points coincident. L'itude d^lne g^om^trie au point de vu : qui nous occupe main- 

taunt est done I'dtude d'un groupe de mouvement ; conime consequence de I'exi- 

*teace ioitiale d*un tel groupe, on ne doit alors prendre pour le Cirr6 de IVl^ment 

^o^ire que des iormes quadratiques invariantes pour les transformations d'un groupe 

conveoable. Ccite dtude mdritcrait d'etre faite d'une manifere complete pour le cas 

^ trois (Umensions. 

Entre les considerations prdcedentes et la gdorndtrie indnitesiraale des sur&ces, 

^ '^'CMQsition est immediate. L'exprcssion du carrd de i'eiement lindaire y joue un 

"^^^ essentiel, et les vues de R i e m a n n que nous venons d'indiquer ne sont qu'une 

insion des iddes de Gauss relatives k h courbure des surfaces. M. Darboax 

:i:it de publier les lemons qu'il a consicrees i ccite theorie. Cest un vdritable mo- 

!nt eieve ^ la thdorie des suffices et ^ I'analyse des equations aux derivees par- 

^^'^llcs. La premiere partie du iroisienie volume vient de paraitre (*). Les chapitres 

ai£i aux surfaces applicables scront particulieremein remarques. On dit, comme 

sail, depuis Gauss, que deux surfaces sont applicables i'une sur Tautre , 

^uaad on pent etablir entre les points des deux surfaces une correspondance telle 

"^oe deux arcs correspondants quelconques aient meme longueur. M. Darboux, 

apr6s LiouvilleetM. Bonnet, rep rend le probieme de reconnattre si deux 

sur&ces donnees sont applicables Tune sur I'autre. ^n general , quand I'application 

est possible, elle est deterroinee, c'est-il-dire ne depend pas de parametres arbitrai- 

res. n n'y a d'exception que pour les susfaces h courbure constante et les surfaces 

applicables sur les surfaces de revolution. Signalons encore ce beau probieme pose 

et rdsolu par M. Darboux; une surface etant donnee ainsi qu'une courbe tracee 

sur elle , peut-on deformer la surface de maniere que la courbe vienne coincider, 

avcc une courbe donnee dans I'espace? Le probieme est toujours determine, quand 

la courbure en chaque point de la seconde courbe n'est pas egale it la courbure geo* 

desique (sur la surface) de la premiere au point correspond ant, resultat remarquable 

qui se rattache aux parties les plus elevens de la theorie des equations aux derivees 

partielles du second ordre. 

Parmi les surfaces jouissant de quelques proprietes speciales relatives k h cour- 
bure , les surfaces ii courbures constante et les surfaces minima ont fait P objet de 
travaux extreniement nombreux. On.ne salt pjs encore trouver aujourd*hui toutes 
les surfaces k courbure constante, mais les rechercKes de MM. Lie, B i a n c h i et 
Darboux ont appris 4 en trouver un tres grand nombre. L'integration de I'equation 
des surfaces minima, c'est-ii-dire des sui faces pour lesquelles les rayons de courbure 
sont en chaque point egaux et de signes contraires, a ete eflfectuee il y a longtemps. 
Assez recemment, les travaux deWeierstrass, Lie et Schv/arz ont donne 
one nouvelle impulsion k Tetude de ces suffices. Toutefois le probieme initial de 



(*) G. Darboux, Lefons sur la thiorie gcnerale da surfaces. Troisiime partie, premier fredcute, 1890* 

Rtttd. Ore. Maiem,, t. V, parte i.^— Stampato il 18 marzo 1891. 12 
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cette thtorie est loio d'etre compl^ement r^solu. PrenaDt dins Pespace unecoarbe 
ferm^y Lagrange s*est Jemjndi quelle est Ij ;uffice passant pjr cette coarbe 
et sur laquelle I'aire limit^e par cette courbure est minima : il a montr^ que cette 
surface devait avoir en cheque point ses rayons de courbure ^gaux et de signes con- 
traires. La recherche efiective dcs surfaces minima passim par un contour ferm^ 
donn6 n*a encore M faite que dins des cas pjrticuliers qui ont M magistralement 
exposes par M. Darboux Japs Ic prcnii^^r v ji jme Je I'ouvrage citd plus haut. La solu- 
tion experiment lie du probl^me est facile. II suflfit , comme Ta fait Plateau, de 
plonger le contour dins un liquide glycArique ; quand on sort ce cadre du liquidc, 
une lame mince reste adh^rente : c*est une surface minima. 

Je termine ici cette rapide revue; si incomplete qu'elle soit, elle sufHra, j'esp^re, 
ii tcontrer quelle est Tactivite de h pens^e mathematique. Je voudrais aussi avoir 
r6ussi i montrer, sous la vari^te des sujets, I'unitd de cet ensemble que Ton appelle 
les sciciices mathematiques. 



6m. Picard. 
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drarica (2, 2) studiata dal sig. Vis alii (qiiesti Rendiconti, 1889) ap- 
partiene, come il caso piu semplice, a questo gruppo. 

• Quando i due piani <t e (7' sono ambedue doppi , si ottcngono 
delle speciali trasfonnazioni (2, 2) per le quali le congiunte sono pure 
(2, 2). Queste trasformazioni presentano delle analogie con le trasfor- 
mazioni generijli (2,2), delle qaali faro vedere in altra Nota le pro- 
prieti gcnerali, ma ne differiscono essenzialmente anche solo per quello 
che riguarda la natura delle curve fondamentali. 

Indicherb in questa Nota, quasi sempre senza dimostrarle, le prin- 
cipali proprieti di queste due specie di trasformazioni, la cui esistenza 
dipeade evidentemente dalPesistenza delle due corrispondenti trasforma- 
zioni doppie. 

I. 

I. Supponiamo che i piani a e <i', per le due trasformazioni dop- 
pie che indicheremo con (t) e (<?') sieno ambedue semplici , e indi- 
chiamo con i[\ i'^ , ... i'/; i^^i^^ . .. /, le moltepliciti dei punti fonda- 
mentali di <j'' e <7 per la (g) jq con j\\ ;7, • • • /^; /i > A > • • • f/ quelle 
dei punti fondamentali di (7" e <?' per la (a'), St N q N^ sono gli or- 
dini delle due congiunte in <7 e d' per le trasformazioni doppie (a) e 
(a'), V e v' gli ordini delle curve doppie, sono note le rplazioni : 

Zi;"=«»-(N+ 1); 2:«;=«'-2, Zc=3("-0-v; Z'>3«+2(/'-2] 



Indicheremo con ^^, O^ la curva di <t o <j' che per la (2,2) corri- 
sponde ad una retta a' o a di a' o <t, e con ^'^ o ^'^, la curva, di a", 
che per la (<j) o (<j') corrisponde ad una retta a o a' di a o a'. 

Ad un punto P" fondamentale ;"-plo per (a') e non fondamen- 
tale per (a) corrispondouo in a due punti congiunti PP che sono fon- 
damentali /'-pli di 2"" specie (*) per la (2,2). Ad una curva ^" di 

(*) Nella tnsforniazione (2, 2) diremo che un punto b find.imentale di 1', 2* 
o 3' specie secondoch^ e congiunto ad uni curva, .id un altro punto o a s6 stesso; 
che una curva ^ fondamentale di i*, 2* o 3' specie secondocbi 6 congiunta ad un 
punto, ad un altra curva o a s^ stessa- 
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ordine /' fondamentale per la (cr') e non fondam^tale per (a) corri- 
sponde in a una curva di ordine w/'' che e fondamentale per la (2, 2). 
Viccversa , ad ogni punto P di <7 fondamentale /-plo per la (2, 2) e 
non fondamentale per («t) deve corrispondere in <?" un punto fonda- 
mentale i-plo della (d'). Ad ogni punto P di c fondamentale per la 
(2,2) e fondamentale i-plo per (g) corrisponde in a" una curva, alia 
9ualc, per la (<x'), corrisponde in a' una curva di ordine n' 1. Dunque: 
I punti fondatnmiali i-pli per (t) e (a') in <s e (s* sono fondamen- 
^^hva'pli e ni-pli per la (2,2); qiusta ha inollre tante coppie di punti 
f'^ndatnenlali (di 2* specie) quanti sono i punti fondamentali in <x" per 
\^) e (<j) e multipli come qutsti. 

Ogni punto di d'' H^-plo per (a) e f'-plo per (<j'), diminuisce Vor- 
*w ddla (2,2) di 1";" unita. 

Ad un punto di a" fondamentale per (a) e (a') corrisponde un punto 

una curva fondamentale per la (2, 2) se e di i^ specie per una aU 

mo delle trasforma:(ioni doppie. Essendo F' di i* specie per una sola 

^^lle due trasforma:(ioni doppie si ha un sol punto fondamentale per la 

^2,2) di molteplicith eguale a quella di P" comiderato come punto di 2* 3* 

^^J>ecie. Essendo P" di i* specie per (a) e (a'), «, rispettivamentCy t'-plo^ 

^'-plo, si bain <j un punto /'^-plo e in a' un punto i"-plo per la (2,2). 

Se un punto i-plo per la congiunta (di a c') e fondamentale j-plo 

J>er la (2, 2) e ad esso corrisponde (in a' <j) una curva fondamentale 

4ii 1* specie, il punto congiunto a questa e fondamentale j-plo per la con- 

^iunta e i-plo per la (2, 2). 

2. Supposto che in <j'' non coincidano punti fondamentali di (<j) 
e (^i') abbiamo 

Z («''.)• + 2 X/7 = (««')'- 2 (JV' + 0- 

Dunque (De Paolis, luogo citato): 

Le ^ ^^ formano una scrie ( co)* di indice 4 e di ordine nn' di 
curve iperellittiche, due qualunque delle quali si tagliano in 2(N^ + i) 
2(N + i)pnnli variahili; dd quali, due corrispondono al punto comune 
alle due rette deirdltro piano alle quali sono corrispondenti le due curve 
e sono scparati dai rimanenti 2N' 2N dalla curva di ordine nn\ cor- 
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rispandenU al luogo dd pwiti congimtti scl^araii armonicamenU dalle dm 
reite^ curva che passa stmplicemente per i punli doppi variahili delU due 
^ 4^' , per I punti in cut le ^ o ^' toccanj la curva limit e c infuu 
am I rami per ogni punto fonJamenlak i-ph, I rimanenti 2 AT' o iN 
pufUi corrispondono ai punti di una dllc retle i cui congimUi sono sul- 
Valtra. 

Ricordando che si 4 indicate con v e v' I'ordine della cun-a dop- 
pia in 9 e a' avremo: 

L^ ♦ 0' hanno N^ — ^^ o N -- ^ f-unti doppi variabili. 

Le 4^ ^^ toccano la curva limiU del loro piano in 2v' o 2v puuli 
variabili. 

Ptr il gcnerc w c w' delle 4* e O' abbiamo 

^2^2 2 

Le ^ ^^ sono di generc n'(p + i) — I9 o n(p' + i) — i. 

In d" si ha per la (a') una curva liaiicc di ordine 2{p' + i) q 
quindi la curva limite in d per la (2,2) 4 di ordine 2n(^p' + i). 

La curva limitt di <t a' h di ordine 2(7?' + i) 2(w + i) come 
doveva avvenire perchi le ^ sono iperellittiche. 

Facilmente si possono dimostrare teor^mi analoghi a quelli dati su 
dcuni luoghi ed inviluppi nelle trasformazioni doppie (1. c). 

3. Se indichiamo con r^, r^,, le moltepliciti dei punti fondamen- 
tali per la (2,2) in <7 e a' e con m I'ordine della trasformazione, ab- 
biamo le relazioni 

^rl = m'^2{hr -f i); X^'b =3^'^ + 2- — 2(v' + 2) 

Xv=m'— 2(iV+ 0; X^'k' = 'i^^ + 27:' — 2(v + 2) 

che si possono ottenere anche direttainente senza ricorrere alle due tra- 
sformazioni (a) e (<j)'. 

4. Supponiamo che le (<i) e (t') sieno eguali e che in c' coin- 
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cidario i punti fondamentali (n = «', r=r\ w=w', p=p\ N^zN): 
le curve fondamentali possono coincidere o no, ma se le due trasfor- 
iiiaiiioni sono speciali allora le curve fondamentali corrispondenti , se 
tion coincidono necessarinmcnte perchi determinate dai punti fondamen- 
to.li c da altre condizioni, devono toccare le roedesime Tette fisse (De 
F^ a. olis, 1. c). La trasformazione speciale (2,2) che si ottiene in tal 
^^so la indicheremo con (2,2),. 

Per Tordine della (2,2), abbiamo 

n'-X}7 = N+ I. 

t 

V or dine della (2,2), super a di un'unita For dine delle due congiunte. 
Consideriamt) in <7" una curva fondamentale ^(' della (a') di 2* o 
^ specie. La ^'^ e quindi la ^" relativa a (<j) (se non coincide con i('^ 



^^s h incontrata in punti variabili da O]^/; dunque la ^^ non passa 

^^'^T i punti fondamentali di 2* o 3* specie di (<j). Sia invece i('^ una 

Virva fondamentale di ordine / di i* specie per la (<j'); essa, e quindi 

^^che 4'", ^ incontrata in 1 punti variabili dalla 4>]^/, e per ci6 ^^, passa 

^^n I rami per il punto fondamentale corrispondente a ^" che i i-plo 

^er la congiunta. Sia ora P un punto fondamentale /-plo per la con- 

^iunta e non fondamentale per la (<7); ad esso corrisponde in v" un 

^unto P" fondamentale /-plo di i* specie per (<j) e (<j') e quindi P h 

s-pio per la (2,2). 

La irasformaiione (2,2), ha per punti fondamentali ir-plii punti fatp^ 
damenlali i-pli delle congiunte e per curve fondamentali le curve fonda* 
mentali di queste. La (2,2)^ non ha altri punti e curve fondamentali. 

Chiamando tt = tc' il genere della trasformazione (2,2),, dalle for- 
mule del n** 3 si deduce facilmente : 

// genere della trasforma:(ione (2,2), h inferior e di un'uni^ alfor-- 
dine della curva doppia e quindi nella (2,2), non pub mancare la curva 
doppia. 

La curva limite i di ordine 2(w + i) = v e corrispondendo nella 
(2,2), ad una curva di ordine v, la curva doppia deve incontrare la 
curva congiunta ad una retta in v(iV + i) — 2v z= v(N — i) punti 
fissi nei punti fondamentali, risultato gi4 noto per altra via. 

Per m ^ 2 le (2,2) e (2,2), coincidono con la trasformazione 
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studiata dal Visalli, die si ottiene da due trnsformnzioni doppie cU 
ordine 2 le cui congiunte sono due omologie armoniche. 

J. Supponianio die i piani (7 e t' coinddano seiiza che vengano 
a coinddere dei punti fondamentali. Preso un punto P indidiiamo con 
f^ o f^ la curva iuogo dei punti comuni nlle rette del &scio di centro P 
con le curve che a queste rette corrispondono nella 2* o i* figura. La 9! 
o 9^ i deH'ordine w + 2 ed ha in P un punto doppio le cui tangenti 
sono le rette che congiungono P con i due pnnti che gli corrispon- 
dono nella i* o 2* figura. Di piii le 9 passano con i rami per ogni 
punto fondamentale i-plo della 2^ o 1* figura. £ facile dimostrare che 
le 9^ , 9'^ relative ai punti P e Q (non congiunii) si tagliano nei punti 
uniti, nei punti fondamentali, in m punti della retta PQ e in i^m-i-N+i) 
punti Af i cui corrispondenti nella prima figura sono uno nella retta Af'P, 
i'altro nella retta AfQ. Jndicando allora con u il nuniero dei punti 
uniti, abbiamo 

(m + 2/ =2[''2 + ^' + 2(/// + AT + 2) + w, 

da cui si ha u:=::m -{' 4. 

II numero 2 (//i + N + 2) non varia se esiste una curva unita, ma 
se P c Q sono congiunti si riduce a 2(tn-j-N), Indicando con^ril nu- 
mero dei punti comuni a 9^ e 9^ fuori di P e fuori degli wi + 4 punti 
uniti abbiamo ^ = (m + ij)(w — i), e si deduce che le rette J, tali 
che per uno dei loro punti A^^ uno dei punti A^ e A[ che gli corri- 
spondono quando si considers A^ come appartenente alia 2* o i* figura 
sieno in a, inviluppano una curva della classe m(m + 4), dalla quale 
si staccano w -f 4 fasci di rette aventi i centri negli f/;+4 p"unti uniti. 

G)incidendo ancora i due piani a e ^' supponiamo che la tra- 
sformazione (2,2) sia involutoria ed csisia una curva unita di ordine 2r 
che passi con ^r^ rami per ogni punto r^^-plo. Ad un punto fondamen- 
tale di I* specie pu6 corrisponderc : i" una curva congiunta ad un altro 
punto Q che h pure fondamentale e la cui curva corrispondente h con- 
giunta a P ; 2° la sua congiunta, ma in tal caso alia coppia di punti 
congiunti MM , essendo M infinitamente vicino a P, deve corrispondere 
una coppia di punti congiunti M' W , distinta , in generale, da MM ; 
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f* una curva di 2* o 3* specie, ma in tal cnso non vi sono coppie di 
ponti uniti infinitamente vicini a P. Se P & fondametitale di 2* specie 
pu6 avere per corrispondenti una curva da 2* o 3* specie o anche di i*, 
ma in questo caso non vi sono coppie di punti uniti infinitamente 
vicini a P. Se infine P i di 3* specie pu6 ad esso corrispondere una curva 
limite o un altro punto di 3^ specie o sh stesso e nel 2^ caso non ha 
punti uniti infinitamente vicini mentre nel 3" h punto unito* 
Indicando con u il numero dei punti uniti si ha facilmente 

a = w + 2x — 2(2:tr— i) — X«* 

^ve si i posto 2x = (^ — 0(^ ~ 2) — X ^h(?h — ^) ^ ** indica il 
^Uijiero dei rami con cui la curva fondamentale corrispondente a P , 
^*^plo, passa per P. £ pure evidente la relazione 

La curva unita taglia la curva doppia in direzione principale e in 

^uesti punti la curva unita h tangente alia curva liniite. La curva unita e 

^ curva limite si toccano nei punti nei quali la curva doppia taglia la 

Curva unita e non hanno altri punti a comune fuori dei punti fonda- 

mentali. La curva limite e la curva doppia si tagliano nei punti comuni 

alia curva uniu e alia curva doppia e in altri [i. ((jl ^ 0) coppie di punti 

corrispondenti per i quali non passa la curva unita. Queste (jl coppie 

sono le sole coppie di punti corrispondenti (non uniti) della curva doppia. 

n. 

6. Supponiamo ora che i piani (s q a' sieno ombedue doppi per 
le trasfonnazioni (a) e (<j'). Conservando le notazioni precedenti ab- 
biamo: 

lC=n^-2i i;c=«-(N+0; I<'=3«+2(/'-2); Z';=3(»-i)-v 



Ij7=n''-2i Z;:?=«'*-(W'+i): Z;;;=3«'+2(/''-2); Z;>=3(«'-i)-v'. 

ItftM^. Gre, MaUm,^ U V,^parte i* — Stampato il24marzo 1891. 13 
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Ad un punto P di a corrispondono ia a" per la (a) due pund 
congiunti P['F^; a PJ' e al suo congiunio Qi' ^^^^ (O corrisponde per la 
(a') in d' un punto P^; a P^ e al suo congiunto Q^ nella (<x') corrisponde 
per la (9') in <7' un punto F^. Al punto P dunque corrispondono^ per la 
(2, 2), i due punti P^ e P^. Al punto P', corrisponde per la (a*) in 
a'' la coppia PJ' Q['; a P^' e al suo congiunto P^ nella (<x) corrisponde 
in 9 il punto P , a ^/ e al suo congiunto jS'/ corrisponde il punto 
Q,; a i^ corrisponde per la (<t') in <t" la coppia F^ Q^; a i^' e al 
suo congiunto Pj' nella (c) corrisponde in <j il punto P , a (^ e 3I 
suo congiunto R'^ corrisponde il punto Q^. Dunque a P sono con- 
giunti i due punti Q^ Q^ e perci6 la trasformazione congiunta & pure 
una (2, 2). 

n modo ora tenuto per ottenere i corrispondenti e i coogiumi di_ 
P pu6 ripetersi per un altro elemento qualunque del piano <i. 

7 . Supponiamo che P sia fondamentale i-plo per la (a) e ad esso cor— 
risponda in <x" un punto F' congiunto ad una curva 9". Al punto P" e al 
suo congiunto per la (9'), corrisponde in a' un punto F; a 9'' e alia sua 
congiunta per la (a') corrisponde una curva 9' di ordine n' 1. Al punto F 
corrisponde per la Qj') in a', F^ e il suo congiunto, quindi a P i con* 
giunto un punto Q^ e una curva 9 di ordine n N^ f . Se a P corrisponde 
in 9" per b (a) una curva che si spezzn in due curve congiunte di ordini ^ 
e I, (1, + I, = i) a P corrispondonoper la (2,2) in a' due curve dell'or* 
dine complessivo n' f e a P sono congiunti, nella congiunta di c relativa 
alia (2,2), due curve dell'ordine complessivo nN'i. Considerazioni 
analoghe possono farsi se a P corrisponde in q'' una curva congiunta 
a sh stessa. Chiamando allora fondamentale di i*, 2*, 3*, specie un 
punto Py per la (2,2) o per la congiunta, al quale corrisponde un punto 
e una curva, o due curve, o una sola curva, avremo : 

Ogni punto di q fondamentale i-plo di r* specie per la (<x) ifonda^ 
mentale, di r'* specie^ n^ i-plo per la (2,2) e nN i-plo per la congiunUL, 

In G i pnnli fondamentali per la (2,2) sono i punti fondameniali 
i'pli per la (g) di (a), che divcngono n' i-pli per la (2,2), piii tanti pu$Ui 
i-pli quanti sono i punti i-pli fondamentali di a'' per (a*). 

La congiunta di c ha per punti fondamentali n N' i-pli^ i punti fon- 
damentali i-pli di (t) pii4 tanti punti nj-pli quanti sono i punti j-pli di 
I* spuie in a'' per la (c'). 
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%. Alia curva limite L di ordine 2(p -\- i) di <t corrisponde in 

9^ per la (a) la curva doppia O'' di ordine v; ad O'' corrisponde in 

^, per b (a'), una curva O' di ordine v n' che i doppia per la (2, 2) 

6 uoita per la congiunui di g\ Ad L i congiunta in <7 una curva A 

4' ordine ^^n'N, che i doppia per la congiunta di <7. Si hafacilmente: 

Le curve (iperellittiche apparUnenti ad una serie (oo)* di indict 4 

^ ordine wi') che neUa (2, 2) corrispondono alle relte di c <j' sono dei 

ieneri p p\ 

Le curve congiunte alle rette di g g' sono dei generi /)' p. 
La curva congiunta ad una retla di a a' e dell'ordine n'N' n^N. 

9. Indicando con r^ Ic moltepliciii dei punti fonJamentali in a 
la (2, 2), abbiamo 

1 »•» = I («' '.)' + Z;7 = (« "')' - K N + 2) 

Z''»=I«''. +Z/::= "•(>" - v) + 2(/.' - 2). 

Se X ^ il numero dei punti doppi variabili delle <l>^/, avremo 
ynjXni, - i) ^ y A/^- — ^ ^. _ Q///^ - 1 )(/;/?' -2) _ 

da cui 

2 X = fj' («' N — v). 

Per i pi^nti fondamentali delle congiunte occorre sapere quali punti 
di q\ fondamentali per (<j) o (<i'), sono di 1* specie (*). 
Torino, dicembre 1890. 

C. Bur ALi-Fo RTi. 



O Wi limito a considerare quelte sole pnprietA delle (2, 2) riserVandqmi di 
considerare le altre nella Nota riguarJinte le trasformazioni generali (2, 2). 

Osserver6 anche che trasfonnando meJiante due trasforniauoiii CretnoniaDe 9, 
in 9', 9^ in 9^ e Eicendo poi coincidero <Tj e a, con a, (s\ e (j\ con n' si ha pure una 

speciale trasformatione (2,2) di a in a' , nella quale per6 ad una retta di a o a' corri- 
sponde in a' o 9 una curva che si spezza in due curve razionali. Questa trasforma- 
zione speciile (2,2) pu6 essere imping ita , in certi cisi, per trovare delle propriet4 
enomefjtive della trasfomiaz!one generale (2,2). 



too 



SUl SISTEMI DI FORZE 



CHE AMMETTONO LA tUNZIONE DELLE FORZE ; 



Nou di 6. M r e r a , in Genova. 



acll*B Mno it9i. 



Ad un sistema di n punti di coordinate: 
sicno rispcttivamciite applicatc le forze di componenti : 
Per simnietria di notazione si ponga : 

ed analogamente 

'*! — ""i > •* I "~ ""a 5 ^1 — ^5 • • • > -^i — "^si—a > '* i "" 5*— « > < "~" 

Diremo che il sistema delle forze X, , 7, , Z^ ammctte la funzii 
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ddle forze quando esiste una funzione U delle coordinate dd pond il 
coi differenziale totale dk il lavoro elementare compiuto dalle fbrze 
stesse, per qualsiasi spostamento infinitesimo del sistema, compadbile 
cd vincoli di esso, ossia quando si abbia : 

N 

dove U indica una funzione delle ^, , ^^ , ... ^jj. 

Se i punti del sbtema sono iateramente liberi e se le forze B^ sono 
funzioni unicamente delle coordinate ^^ b relazione preccdente si scinde 
nelle N s^uenti : 

^^ssia la funzione delle forze d4 coUe sue derivate parziali per rapporto 
^Ue coordinate le componenti delle forze. 

Se il sistema h vincolato, essendo le B^ funzioni unicamente d^e 
^» sossiste ancora una propriety analoga. 

Ihfiitti^ se 

?. = o , ?, = o , . . . (pjf = o (« < N) 

^000 le equazioni dei vincoli, si ha : 

e per& il ben notometodo dei moltiplicatori ih: 

dove i moltiplicatori X. , \ , ... >j{ sono da determinarsi per mezzo 
di £ fira le precedenti N equazioni e per conseguenza , non essendo 
date le B| , si debbono ritenere funzioni arbitrarie delle : ^, , ^^ 9 • • • ^H' 
Ora, per le equazioni dei vincoli si ha : 
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qundiy postD : 
saii: 

e per (uimone delle forze si pu6 assumere la IT^ giacchi perle equ^i- 
zkmi dd vmcoli i differenziali delle funzioni U t IT coincidono. 

Se le forze 8| sono funzioni oltrechi delle ^^ anche delle loro deri- 
vate rapportp al tempo^ doi delle velocid, anche quando i punti sieno 
completamente liberi, la conclusione precedente pid non sussiste, come 
gii fu notato nel caso di un puoto dal sig. Lipschitz (Vedi Helm- 
holtZy Wisstnscbafiliche Ahbandlungtn^ L Band, pag. 70). 

b&tti allora la relazione fondamentale (i) si pu6 scrivere : 

e, qtumd'anche le -^y sieno arbitrarie , di qui non s^ue necessaria- 
mente : 8| = ^v- . 

Poniamo : 8| — •«- = ^\ , Tequazione precedente si pu6 scrivere : 

77** - 0. 



Assumiamo N — i fanzioni lineari delle B^: 



;^sj^sy (/=2.5,...Ao. 



i cui coefficient! sieno arbitrarii, coUa limitazione per6 di costituire in- 
sieoie alia funzione lineare , che figura al primo menbro della prece- 
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(kntc rriazione, un sistema di N funzioni , lineari , indipeodeim delle 
S^. Posto: 

dt dt '" dt 



1 = 



a<*> a(,*> . . . E^*> 



E\^^ s^^> . . . a^^ 



didamo rispettivamente 3^'^ A (/ = 2,3 , . . . N) i valori assunti dalle 
Uoeari coDsiderate, per determinare le B^ abbiamo 11 sist^QUt 
di equazioni : 






I 



sp">Sj=Aaw 



/ 

dU 



3 quale ci di, tenuto presente che 3^ = -jy + Sj : 



d5» 






d^,dl, dl^^^di^. 



dt dt ' 



dt 



dt 



dt 



aw sw . . . fiw a<') s^ ... s<;> 






r) 



Queste sono allora le espressioni piii generali delle B^ , dove « 
^^e intcndere per le S|['^ (it = r, 2 , ... iV; * = 2, 3 , ... N) scdte 
^^Ue funzioni particolari qualunque, per eserppio tante costanti, c per 
U 5(0 (/ = 2, 3 , ... N) delle funzioni arbitrarie delle 5* e delle loro 

d«vatei|l 



TF- 
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Merita speciale considerazione , per le sue applicazioni alia fisica 
teoretica , il caso in cui le forze sieno di azione mutua secondo il 
principio NewtoniaDO deirazione uguale e direttamente contraria alia 
reazione. 

Designando allora con J?,^ la repulsione esercitata dalla massa f^ 
sulb IT* t r^ h, distanza di queste masse^ Tespressione del lavoro cle- 
mentare & : 

dove la somma va estesa a tutte le combinazioni bioarie degli indid 
t e * : Q I = I, 2, 3 , . . . n j . 

Le -^ distanze non sono fira loro indipendend, ma l^ate 

da ^ 2zi zZ. relazioni; per6 , comunque le forze U^ possano 

o non dipendere dalle velociti^ oltrechi dalle coordinate dei punti, o^&i- 
cbh sussista la rda:(ione : 

i necessario che la fmvi^ione U possa esprimersi colic sole r ^^ : giacchi, se 
il sistema in un dato istante ha il moto elementare di un sistema ri- 
gido, dev*essere d £7= o, e per6 la U non pu6 contenere, oltre alle 
distanze r^ , quelle sei variabili indipendenti che definiscono la posizione 
dd sistema reso rigido. 

Di qui non scende per6, come si crede comunemente in base alle 
considerazioni contenute nellacelebre memoria dell'Helmholtz « C7e- 
ber die Erbaltung der Kraft n, che le forze R^ debbano essere funzioni 
delle sole r^, neppure quando si voglia ammettere che le forze non 
dipendano dalle velocitii dei punti. Giacchi se: 

sono le relazioni che legano le r^ il metodo dei moltiplicatori d di : 
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SULLE NORMAU COMUNI A DUE SUPERHCIE ALGEBRICHE; 

Nota di S. R i n d i » in Venezia. 



iUoatoM <UU*8 Ukht»\o 1891. 



Si abbiano due superficie generali 5*", 5* e siano CJ^, Q le loro 
intersezioni col piano E^. Preso un punto P^ di E^ si possono da 
esso condurre m(m — i)* normali ad 5*", situate in generale a distanza 
finita; ciascuna di queste incontra 5* in n punti, e le normali in essi 
ad y danno su E^ 

aL-=fnn(m — i)* 

punti d'intersczione Q^. Per un punto Q^ si possono condurre n(n — i)* 
normali ad 5", e per ciascuno dei piedi di queste passano m(m* — ^+i) 
normali ad 5^; si hanno cosl 

a' = mn(fi — i)*(m* — m + i) 

punti P^. Se P^ percorre una retta /^, della quale indicheremo con 
T^ il polo rispetto al cerchio immaginario, le normali ad 5"" conddtte 
dai punti P^, cioi quelle che si appoggiano a /^, formano unarigata 
del grado m''(m — i), che coniiene t^ come retta fn(tn — i)*-pla, e 
la cui intersezione con E^ consta di t^ contata m{m — i)* volte , e 
di altrc m(m — i) fette g che sono le normal a C^ nei suoi punti 
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d 'intersezione colla polare prima di T^ rispctto ad S'^. Quesu rigata 

incoQtra 5* in una curva dell'ordine m'n(m — i), e le normali ad if 

lungo questa curva formano una rigata del grado m^n*(m — i), la cui 

intersezione con E^ consta: delle n normali a Q nei suoi punti d'in- 

rersezione con t^, ciascuna contata tn(m — i)* volte, delle wii(i»-^i) 

normali alia C^ stessa nei suoi punti d 'intersezione colle m(m — i) 

x^ctte gy e di una curva residua dell'ordine 

P = m*n\m — i)—mn(m — i)' — tnti^m — i)^jn*n(m — i)(n — i), 

luogo del punti Q^ corrispondcnti ai punti P^ di una retta, C03I nella 
fiormola di Zeu then , per la quale il numero delle coincidenze k dato 
da a + a' + P — y — S, si ha 

a z:rfnn(m — i)* 

a' = mn(n — i)*(w* — m + 

P = m*n(tn — i)(n — i), 

^^ siccome non vi h luogo di punti uniti, n& quindi inviluppo di rette 
Xjmiri, 

Y = o 

X = o ; 

^e il numero delle coincidenze, che h quello delle normali comuni , h 
^ato da 

N:=:mn(m — i)'+m«(« — i)*(w*— fw+i)*+w*n(m— i)(n— i), 

^>ssia da 

W= mn(m*n*—m*tt — mn* + m*+ «*+ /nn — 2m — 2n + 2). 

Una conferma di questo risultato si ha osservando che per fi=:i 
si ottiene * ^ 

N=fw(m — i)% 
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ed h noto che questo h il numero delle normal! che si possono con- 
durre da un punto airinfinito ad una superficie 5*, e quindi il numero 
delle normali comuni ad essa e ad un piano dato. 

Per due superficie di ordine eguale tn la formola pu6 scriversi piii 
semplicemente 

N=m\m — i)'(m*+ 2). 

Per fw = 2 si trova che vi sono in generate 24 normali comuni 
a due quadriche. 



Venezia, 24 gennajo 1891. 
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TEOREMI SUI POLIGONI Dl STEINER 

INSCRim IN UNA CURVA DI TERZO ORDINE; 

Nota di V. M a r t i n e 1 1 i I in Messina. 



AdaiunM deU*8 marxo 1891. 



^i^^ii*^* 



? 



u Siano P t F due punti distinti di una curva piana di terzo 
c^fdine, C,. 

Consideriamo suUa curva un punto arbitrario A^ e diciamo A^ Tultc- 
^ore intersezione di C^ coUa reita P-4, , A^ rulteriore intcrsezione di C 
c^oUa retta P'-4, , A^ la residua intersezione di C^ colla retta P A^, q 
^osi di scguito : Otteniamo in tal modo sulla C^ Id serie di punti 

"^yenici consecutivi di una spezzata, i cui lati passano alternativamente 
"per P c F e che chiameremo una spti^iata di Sttintr relativa alia 
<zoppia P, P' di punti fondamentaliy e la indicheremo col simbolo : 
P A^A^yA^A^^A^A^y,.,y A ^^_^ A^. , . . . 

F A^A^y A^A^y A^A^ J • • • > A^- A^^^^ > • • • 
Per i due punti considerati, P e P', sono allora possibili due casi 
5oltanto (I teorema di Stein er) (*) : 

^) J. Stelner, «r Geometrische Lchrsdt\ea (Giorna'e di Crclle, vol. XXXII, 
pag. 182). 

A. Clebsch, » Ueher einen Sati von Steiner und einige PunkUder TLeo^ 
Tie der Curven y*^ Ordnung • (Giornale di Crelle-Borchardt, vol. LXUI, pag. 94). 

K. K upper, ir Ueher dieSteiner'scben Poly gone auf einer Curve 3<«' Ori- 
muHgy etc. 9 (Math. Ann., BJ. XXIV, S. i). • 

P. H. Schoute, V Die S teiner*schen Polygoneu (Giornale di Crelle-Kro- 
necker, vol. XCV, pag. 105). 
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i) Per quanio grande si prendu il nuinero dei vertici della spez- 
zau, e comunquc si scelga il primo vcnice , essa non si cbiude ma 
[ossia : non i mai il punto //.^^, coincidente con A^ , per alcun va 
lore di n(> o) ed alcuna posizione di ^J; 

2) ovvero, essa si chiude sempre^ qualunque sia il punto di par 
tenza A^ e dopo aver considerato lo stesso numero 2« di vertici. 

In quest'ultimo caso si ottiene un poligono semplice (detto A 
Steiner) di 2« vertici, i cui lati passano altemativaracnte per P t P^ 
c noi chiameremo aHora P, F una coppia Suineriana {p di Steiner^ 
(Sardine n. 

2. Se imaginiamo di continuare indefioitamente la denominazlone, 
sopra accennata, di una spezzata di Steiner^ ese imaginiamo an- 
cora questa spezzata continuata in senso opposto (dicendo cio£ A^ il 
punto di Cj allineato con F A^ , A_^ quello allineato con P A^^ ecc), 
quando la spezzata si chiude , se PP' cio^ k una coppia Steineriana 
d'ordine n^ per ogni valore intero di f e jc i simboli 

rappresentano il medesimo punto della cubica (scriveremo A^^A^^: 
Per la qual cosa ogni vertice di un 2ngono di Steiner pu6 essere 
indicato da iniiniti simboli A, , gli indici dei quali sono fra loro con- 
gruenti rispetto al modulo m. 

In certe circostanze sarfi utile imaginare cosi rappresentati i poli- 
goni di Steiner. 

Varii ed interessanti teoremi si conoscono sui poligoni di Stei- 
ner, fra questi in particolare due, pei quali si possono dedurre da cop- 
pie Steineriane di punti delle nuove coppie Steineriane. Sono questi il 
koretjia di Clebschy che pennette di trovarc infinite coppie Steineriane 
d'ordine n quando ne sia data una (*); ed il // ieoretna di Steiner 
(^Verdoppelungstheorem) (**) col quale si possono trovare coppie Stei- 
neriane d'ordine 2\n quando si conosca una coppia di Steiner d'or- 
dine «, c viceversa. 



(•) Clebsch, 1. c, pag. 108. Vedi anche KuppercSchoute, I. c.c 
H. Schroeter, Theorie der ehtnen Curven y^ Ordnung (Leipzig, 1S88) S 31. 
O Steiner, L c. 
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Un teorema, che dimostreremo in questa Nota, permetterJt di de- 
durre coppie di Stein er d'ordine n quando si conoscano coppieStd- 
nerianCy i cui ordini n, , n, , ... n, abbiano per minimo comune mul- 
tiplo il numero n. 

3. Leiima. — St si hanno due spe:(^^afe di Steiner relative ai me- 
liesimi punii fondamentali P, F , cioh : 



P 
F 

P 
F 



• ^o ^i > ^a ^3 > ^4 ^$ > • • • > ^ai^i 



iH-i > 



i^ congMngenti le coppie di punti 

^i^ 5f ottengono dando ad i iutti i valori interi , passano per uno sUsso 

punto Q^ della cuhica , come pure passano per un medesimo punto Q^ 

deUa cubica le congiungenti le coppie di punti 

A R 

Va» 9 ^ai+i+ix 
(per I = ... — 2, — I, o, 1, 2 , . . . ); 

ed i due punti Q^ , 21 (relativi al medesimo valore di x) sono allineati 
colVuUeriore inter se^ione di C^ col la reila P P\ 
In^tti : Le due teme di punti di C, 

^» -^ay-i y ^ti > " 1 "a/fa« > -^a/f i+m i 

sono in linea retta, e lo sono anche le due altre teme 

qumdi , per un notissimo teorema (teorema del fascio) (*) , se A^^ 4 
diverso da B^^^^ (e quindi sempre A^ di verso .da B^^ per ogai valore 
di /), come possiamo supporre , perch^ nella ipotesi contraria il teo- 
rema h evidente, abbiamo, che le due rette 



(*) P I u c k e r , tt Anilytisch-geometrische Entwichlungen /», I. Bd. (Essen iSaS), 
p. 229. Vedi anche : Cremona, a Introduiione ad una teoria geometrica delU curve 
plane B (Mem. dell' Ace. di Bologna, 1* serie , torn. XII), art. 8, tP 41; ed art. 9, 

n** 45» c). 
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passano per uno stesso punto Q^ delb cubica^ pel quale passano al- 
lora evklentemeote tuae le rette 



che St otteogooo dando ad i tutd i possibili valori interi. 
Analc^amente si trova^ che le rette 

passano per uno stesso punto Q^ delb cubica. 
Finalmente avendosi fira gli otto punti 

i quattro allmeamenti 

sq*ue, che le rette PP*, Q^Q^ devono passare per lo stesso punto 
della cubica. c« v. d. 

Questo teorema si pu6 appHcarc a due spezzate coincident!, non 
solo, ma anche a poligoni di Stciner distinti o coincident!, e si hanno 
allora come cast pardcolari varii teorem! noti (*). 

4. Siano P, F due punti fbndamentali per an-goni di Steiner, e 

Jr A^ A^ , il- A^ , A A , ..• A^A^ 

sia uno di quest! 2 9t*gom'. Siano poi P" e P, punti fondamentali per 
2f/i-goni di Steiner ed indichiamo con 

-* I ^i ^i 9 ^ ^i 9 ' ' ' 9 '^i '^i 
il 2m-gono, relativo ad ess!, ed avente Al tra i suo! vertici. Di que- 
st! 2m-gon! ne avremo n. Imaginiamo indicati, per commodo, gli n+i 
poligoni di Stciner sopra nominati in modo analogo a quello con- 
siderato al n"* 2, sicchi le rette (per ogni valore intero di i e x) 

-^I-^H-i P^issano tutte per P, le rette 

A]*"^ A^ passano per F, e le 

A^ A^^ passano per P,. 
Allora, per il Lemma del numero 3, noi avremo ancora, che per 
il punto P passano tutte le rette 



jax— I A9X 



H-i> 



O Vedi i lavori citati, specialmente quelli diKupper e Schroeter. 
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che si ottengono dando ad i e x ogni valore intero. 

In&tti basca considerate i 2 w-goni aventi P' e P, per punti fon- 
damentali, e per veriici rispettivamenie A} , A]^^ , ed osservare , chc 
la congiungente i punti A]Al^^ passa per P, per condudere, che sono 
allineate con P tutte le coppie di punti AY~\ A^^. 

Si osse'rvi , che supponendo , come facciamo , che -P, P; P*, P, 
siano coppie Steineriane proprie degli ordini n, m (cioi non contem- 
poraneamente coppie di ordini sottomultipli di n ed m) ed A\ un punto 
arbitrario, deve essere A' diverso da ^Af se non i x ^ x' (mod 2tn) 
c deve essere A' diverso da A', se non i 1 ^ 1' (mod. n) e che quindi 
m generak sari ^f diverso da A'^! se non i 

I ^ 1' (mod. n) e x ^ x' (mod. 2m). 
Costruendo ora la spezzata di S t e i n e r coi punti fondamentali P, 
-P,, e col vertice A\ avremo: 

^i ^a > -^a-^j 1 ^l^A^ • • • > -^i -^H-i > • • • t 
I -^t ^a > -^j -^S > -^4 ^4 > • • • > ^H-i -^H-i > • • • • 

E ci6 dimostra, che questa spezzata necessariamente si chiude, e 
si chiuderi in generak (*) la prima volta, per 1=/^, st p k'A minimo 
comune multiplo di m ed n. 

Donde il teorema: 

« Se P, F; P', P, sono coppie di Steiner proprie degli ordini n^ 
-wn, P, P, formano una coppia Sleineriana (in generak propria) d'ordine 
eguale at minimo comune muUiplo di m ed nin. 

5. Sia P, P, una coppia (propria) di Steiner d'ordine ^ e si 
abbia p^m. n, con m ed ;» primi fra loro. 

n poligono di Steiner avente per vertice un punto arbitrario A\ 
di C3 , e relativo a P, P, sia : 

il quale, per Tarbitrarieti di -4J , e perchi P, P, i una coppia propria, 
avri^ tutti i vertici distinti. 



(^ Diciamo in generate , perch^ , se per coppie special! di Steiner fosse 

/fl=Aff e non contemporaneamente i = if (mod. »), x = x' (mod. n), la sptuaUL 
sopra costruita pdrebbi anche chiudersi prima. 

Rmd. Grc. MaUm^ U V, parte i.*— Sumpato il 7 aprile 1891. 1 5 
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Imaginiamo di sostituire ad ogni indice superiore delle A quel nu- 
mero positivo e ^-^ im congruo ad esso rispetto al modulo 2 m : 
Cosi facendo^ gl'indici siiperiori delle A restano soltanto i numeri i, 
2, ..., 2tn; e precisamente, considerando i vertici del poligoao nel* 
Tordine A\A\A\A^^A^^ ... A^^^^A\^ essi si possono distribuirc in n 
gruppi di 2 m vertici consecutivi i cui indici superiori siano i, 2,. ..,2m. 

Imaginiamo ancora di sostituire a ciascuno degl'indici inferiori 
delle A il numero (positivo) ^ n congruo ad esso rispetto al modulo 
n: I vertici del poligono sopra considerato si potranno allora distri- 
buire in tn gruppi di 2 n vertici consecutivi i cui indici inferiori siano 
ordinatamente i, 2, 2, 3, 3, 4 , . . . , fi, fi, i. 

In questo modo ogni vertice del poligono viene ad essere indi- 
cato da A] dove 1 e x sono rispettivamente non superiori ad fi e 2m. 

Due vertici diversi del poligono vengono indicati in questa ma- 
niera da simboli diversi. Infatti : se i due vertici distinti A\ , A-^^ se- 
condo la primitiva denominazione (indicati adunque da simboli diversi), 
fbssero, secondo la nuova, designati dallo stesso simbolo A] , dovrebbe 



r + 2hfn=:y, s + kn^szx, 

r + ih'm^y' , s + i'n = x' : 
donde : 

y^y (mod. 2). 

Ma, se y ed y' sono pari, deve essere : 



x=^ + I, ^ = 4-+ ^> 

2 2 

e, se sono dispari, deve essere: 

2 2 

ed in ogni caso risulta: 

x — x' =y^^ = (* — h')m = (k — V)n ; 

condizioni incompatibili con quelle supposte, cio^: che i& e A; siano di- 
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versi dz 1/ c k\ cbe h cd V siano positivi e minori di n, che k e V siano 
positivi e minori di m e finalmente che med n siano primi fra lore. 

Essendo poi 2m n i vertici del poligono risulta, che ponendo nel 
simbolo ^1=1, 2 9 . . . , ft; X = I, 2 , . . . , 2 m , si ottengooo 
tutti e soli i simboli dei vertici del poligono. 

In particolare, il vertice A^ sard stato indicato nella prioQiciva desi- 
goazione da -/^i+J*"*, essendo a, b quei due numeri positivi, iuteri, mi- 
nori rispettivamente di n ed m, pei quali si ha: 

am :=zbn + I (*). 

Per il Lemma del n^ 3 avremo allora che tutte le rette (per x 
qualunque) 

(dove si intende diminuito di 2 m Hndice superiore e di n quello mferiore, 
successtvamente fino a che essi non superino rispettivamente 2 m ed if) 
passano per un medesimo punto P' della cubica , sicchi dando n x 
tutti i valori della forma j\am + j'.bn si trova, che le rette 

A^ ""* Al' (per 1=1, 2 , . . . , w; X = I, 2 , ... w) 

passano per un medesimo punto P' della cubica. 

Costruendo la spezzata di Steiner avente per origine A\ e per 
punti fondamentali P, P' avremo : 

Jl A* Ji Ji At At 

-^i -^a 1 -^a*^) ? • • • > -^1 -^H-i > • • • 

At AX At At At A\ 

•"a -"a > 33 > • • • > '"i+i '^H-i > • • • • 

Questa spezzata si chiude necessariamente e per la prima volta 
<juando i^=:«; dunque P, P' 6 una coppia di Steiner d'ordine n. 

Considerando invece la spezzata di Steiner avente P', P, per 
punti fondamentali ed A\ per origine^ otteniamo : 



P 
F 



F 
P. 



J» At A\ A4 xl**— « J** 



(^ Una sola coppia deve esistere di tali numeri a , ^ , come risulta dal fatto 
^agtonameato , e come del resto ^ noto dalla teoria delle congruen£e. Vedi ad. es. 
Airichlet , m Leiioni sulla teoria Jet nunieri b (trad. diA. Faifofer, Vene- 
cia, 1881) % 18; e J. A. Serret, » Cotirs tfAlgibre supirieure (?sim, 1879, IV* ed.), 
^ome U, chap. I, n^ 285. 
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b quale pure si chiude, e la prima volta per xznm, per6 P P^h una 
coppia Steineriana d'ordine tn. Dunque : 

St P, P, i una coppia di Steintr propria (Tordinep^esep^^m.n ^ 
can m, n primi fra.loro^ si pu) trouare un punto F della cuHra iaU^^ 
che P, F sia una coppia Steineriana propria d* or dine n^ e P\ P, ufu^ 
coppia propria d*ordine tn, 

* 

6. Sia P, P, una coppia di Steiner d'ordine p^ e siano m, n 

due numeri non primi fra loro ed aventi p per minimo comune mul- 
tiple : Potremo ancora irovarc un punto P' della cubica tale, che P P'; 
P, P* risultino coppie Steineriane degli ordini .m, n rispettivamente. 
Diciamo infatti D il massimo comun divisore di m ed if , ed abbiasi : 

Spezziamo il nuniero D in due fatten tn^.n^ primi fra loro e cosi, 
che m^ risulri primo con n, , ed if, con m^ , cosa senlpre possibile, sol- 
tanto uno dei fattori potrebbe essere I'uniti. Avremo adunque: 

P := m,.«,. Wj.ft, ; 

m =: iWj.fWj.n, ; 

n = If,, nt^n^, 

Sia ora P, P.,, una coppia di Steiner d'ordine m, (*), e P, , P«, 
una coppia Steineriana d'ordine n^ , sicch^, pel teorema del n^ 4, sarii 
Pm^ , P., una coppia di Steiner d'ordine p.Maph uguale al prodotto 
dei due oumeri m^m^^ n^n^ primi fra loro , quindi (n° 5) esiste un 



(*) Rispetto all'esisteozi di questa coppia ed al niodo di trovaria , si osservi , 
che se t dato il poli^ono 

P I if I if 3 , if J if ^ , ... , ^tp^i ^tp 

Ic rcttc ^i+ai ^tH-i-^tx (P^^ *^ Lemma del n** 3) passano per un medesimo punto P, 
della cubica, ed allora la spezzata di S t e i n e r 

Al if J , -^a^f I -^ax+a » ''^4*+i ^^x^t > • • • 
^t ^iM+i 9 -^ai+a •^4x+i > '^4*+a '^$x+i » • • • 

(la quale si chiude sempre), se x fc un divisore di />, diviene un poligono di S t e i- 
ncr di a-^vertici, quindi, ecc. 



P 
P, 



^ 
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punto P\ pel quale P«,, P'; P«„ Pisono coppie Steinerianerispettiva- 
mente degli ordini n^. «, , m^. m,. Per il teorema del n** 4 saiA allora: 
P P' una coppia Steineriana d'ordine n^. n^. m, = «, 
P^F una coppia di Stein er d'ordine m,. w,. «, = w, c. v. d. 

7. Per notorie propriety del minimo comune multiplo di piili numeri 
possiamo generalizzare nel seguente modo i teoremi sopra dimostrati : 

« Se PP^ ,P^P^,P^P^, . .. , P^, F sono x coppie Sieineriane de- 
gli ordini n^^ n^^ n^^ . . . n^ (sopra una stessa cubicd) , PF costitui" 
scono una coppia di Stcintr (in generale propria) ddVordine n^ essendo 
n il minimo comune muUiplo dei numeri n^^n^^n^^ . . . n^ ». 

E reciprocamente : 

« Se PF I una coppia di Steiner Sordine fi, sopra una curva 
di teri^o ordine e sono »,,«,,«,,...«,, x numeri interim maggiori di i, 
aventi n per minimo comune muUiplo , si possono trovare sulla curva 
X — I altripuriti P, , P^,P^, ... P,^, in modo, che le PP^, P. P, , 
P^P^y . . . , Pg^^F siano coppie di Steiner rispetliuamente degli or- 

dint ^1 9 fi^ > ^1 > • • • ) tf^ v. 

Da quest! teoremi si possono dedurre varii coroUari pei quail resta 
£icilitato lo studio delle relazioni eslstenti tra i vertici di un poligono 
di Steiner qualunque, ed in generale tra gli elcmenti di tre gntppi con- 
nessi del Kiipper (1. c). In panicolare si vede poi come basterebbe 
coaoscere tutte le coppie di Steiner di ordine eguale alle potenze dci 
numeri primi, per avere tutte le possibili coppie Steineriane. Etc. 

8. La dimostrazione dei teoremi sopra enunciati si pu6 dare an- 
corn in modo molto semplice (non piii elementare per6 come quello 
s^uito sopra) ricorrendo alia rappresentazione delle coordinate x^y x^, 
x^ di un punto variabile della cubica per mezzo di funzioni ellittiche 
di un parametro u (*). 

(*) NelU citata memoria del C I e b s c h , lo studio dei poligoni di Steiner 
b appunto fatto seguendo questa via, ed t in questa memoria, che per la prima volta 
si trovano appiicate le funzioni eMittiche alio studio del!e curve di genere i. Per que- 
sta applicazioae si confronti anche il C 1 e b s c h-L indemann « Lefons sur la 
GhmitrUB (trad, francese, Parigi, 1880), tome II, chap. II, g VII, alle notaaioni 
del quale noi ci atterremo in seguito. 
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Rapprescntando una curva generale di terzo ordine per mezzo delle 
equazioni 

pjc, = sn'.w , 

pjc, = sn.a , 

pjc^ = cn.fidn.fi^ 

la condizione aecessaria e sufEciento perchi due punti P, P\ di para- 
metri tfy fi', costituiscano una coppia Steineriana d'ordine n i: 



a £= a' + ^ —^ — , 

n ' 



dove p c q sono numcri inter! non nuUi entrambi (che si possono 
supporre positivi e minori di ti) ed co, a>' sono rispettivaaiente eguali 
a a/iT, 21 IP (^K, K essendo le ordinarie cosianti di Jacobi). Quando 
pi q f n non abbiano un fattore (intero) comune allora la coppia h 
propria. 

Supponiamo ora che u, u', u^ siano paramecri di tre punti P, P\ 
P, e che P^ F e F P, costituiscano delle coppie di Steiner pro- 
ptie degli ordini n^ m rispettivamente. 

Dovri essere: 

u=iu^ + ^ —^ — , 

n 

I t Pi^ + 9i^' 

' m 

Quindi : 

Detto D il massimo comun divisore di m ed n e posto n=n^D, 
m=zfn^D^ sari : 

la quale relazione diaiostra il teorema del n° 4. 
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La coppia P, P, h in generale una coppia^ propria d'ordine 
pzizm^. n,. D; ma potrebbe diventnre, in casi particolari, una coppia 
d'ordine inferiore : Precisamente quando 

avessero un fattore comune. 

Si npti in proposito , che tale fattore comune dovrebbe dividere 
necessariamente (come si vede subito) Z), massimo comun divisore di 
m ed n. Dun que, se w ed n sono primi fra loro, P, P, i scnza ecce- 
zione una coppiar propria d'ordine m, n. 

Si Qsservi ancora die se m = ft, ed entrambi quest! numeri sono 
pari, c sc le coppie PF^ F P^ appartengono alia stessa classe (cioi 
p' :=p^f q' =z q^ (*) vale a dire una h proiezione dell'altra sulla cu- 
bica £itta da un certo punto delta cubica stessa (nel nostro caso dal 
tangenziale di P') allora P, P, deve appartenere non all'ordine n, ma 

all'ordine — , e da questa osservazione nasce il U teorema di Stei- 

2 

ner (n° a). 

9. Anche la dimostrazione del teorema del n° 5 [dal quale e dal 
precedente segue poi quella del teorema generale (n° ?)] ^ sempli- 
cissima. 

Supposta Py P„ di parametri u^ u^^ una coppia propria d'ordine 
pz=m. n con m ed n primi fra loro^ sari : 

a = u, + T-^ — • 

E, perchi m ed fi sono primi fra loro, si potranno trovare quat- 
tro numeri />', p\ , y', q[ interi e tali, che si abbia (**) : 

O Clebsch, 1. c, pag. 108. 
O Dirichlct, I c, g 22. 
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ed allora il punto P' di parametro 



»-.» 



u' z=i H — — 

n 



(sicchi P, F k una coppia di Steiner d'orJine n) insienie al pun 
P, forma una coppia Steineriana d'ordine w, perchi si ha : 

' "^ p n 



ossia: 
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Mcisina, 28 febbrajo 1891. 



V. Martinbtti, 



SOPHIE DE KOWALEVSKI. 



AAiivini* 4il II ftiU lift. 



Parmi les vrais dcuils, qui viennent de frapper ie monde scieari- 
fique, la mort de Madame Sophie de Kowalevski, nie Corvin- 
Krukowski, professeur d'Analyse supirieure i I'Universiti de Stock- 
holm , d^^d^e Ie lO f^vrier dernier, occupe certainement I'une des 
premises places. A peine ag^e de 37 ans , dans la plenitude de SOQ 
diveloppement iDiellectuel, arriv^ k I'entiire maitrise de ses faculty, 
Sophie deKowalevski n'avaitgu^reeu, dans sa trop biire cairi^, 
que Ie temps de donner la mesure de sa valeur. I^s ceuvres qu'elle 
laisse, quoiqne tr^s pen nombreuses, suffisent pour lui assurer une place 
marquante parmi les plus £minents analystes de notre ipoque. Ce qu'elle 
a produit laisse entrevoir ce qu'elle aurait pu donner, et ne peut qu'aug- 
menter Ie r^ret douloureux de tous ceux qui, d&sireux du progr^de 
la science, jugent avec impartialite et voyent cUireraent la lacune si 
graode que cette mort inattendue vient de cr^. D'ailleurs , il serait 
inutile d'insister sur les mantes de Sophie de Kowalevski, sur 
ses connaissances ct ses f'acult^s exceptionnelles , si bien connus dans 
Ie monde savant, et qui d^a en 18S8 recevaient de la part de I'Aca- 
dimie des Sdences de Paris la sanction d'un t^moignage £clatant. 

Ayant concouru pour Ie prix Bordin en 1888 sur la question sui- 
vante: « Perficttonner en un point important la thiorie du mouvement ^vn 
cor^l fo/ii/eo, Sophie de Kowalevski I'emportait par son « Mimoire 
sur un COS particnlier du problime de la rotation d'un corps pesant autoar 
^un point fixt, oil ^intigration s'effectue it taide dtfonclions ullraellipii- 
qaes du temps » . Et dans la s&ince publique annuelle du lundi 24 dicem- 
bre 1888, Ie pr^ident de I'Acadimle, M. Janssen, en proclamant 
les vainqueurs des prix d^cern^s, s'exprimait en ces termes : 

a Messieurs, parmi les couronnes que nous allons donner , il en 
d est unc des plus belles ct des plus difficiles A obtenir qui sera pos6e 
« sur un front f^mioin n. 

M"" de Kowalevski a reniport^ cette annie Ie prix Bor- 
<t din (*). Nos confreres de la section de G6om£trie, apr^ examen du 



(*) Non pas k Grand Prix des Sciencei Mathimatiques.coinme il a M 
par erreur, dam les Complts Rtndus, tome CVII (deuxiirae semestre 1888), p. I0]6. 
Raid. Circ. Mabm., t. V, parte i»— Sumpato il ao aprile 1891, 
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« Mimoire pr6sent6 au concours, oat reconnu dans ce travail, aon seu- 
« lement la preuve d'ua savoir ^teudu et profond, mais encore la mar- 
« que d'un grand esprit d'invention ». 

« M"* de K o w a 1 e V s k i est professeur k TUniversiti de Stockholm, 
« OJi die forme de savants Olives. Elle descend du roi deHongrie Ma- 
te thias Corvin, qui non seulement fut un grand guerrier, mais qui 
« fiit encore un protecteur 6clair£ des Sciences, des Lettres et des Arts ». 

« Ce sont ividemment ces demi&res qualitis dont M"^ de Ko w ale v- 
« ski a tenu k hiriter de son illustre anc£tre, et nous Ten felicitons ». 

Voict encore le rapport de la Commission du prix Bordin pour 
Taante 1888 (Commissaircs : MM. Maurice Levy, Phillips, 
Resal, Sarrau; Darboux, rapporteur), dont les conclusions fiirent 
adoptees par I'Academie: 

« L'Acad6mie avait propose pour sujet du prix Bordin k d&emer 
« en 1888 la question suivante : 

« Perfectiannir en ufi point important la thiorit du mouuetnent d'un 
carps soUde ». 

« A runanimit^, la Commission d6ceme le prix au M^moire in- 
« scrit sous le n** 2 et portant la devise : Dis ce que tu sais , fais u 
m que dois^ advienne que ponrra. Ce remarquable travail contient la d^ 
« couverte d'un cas nouveau, dans lequel on pent int^grer les Equations 
« diffi&rentielles du mouvement d'un corps pesant, fix£ par un de ses 
« points. L'auteur ne s'est pas content^ d'ajouter ainsi un risultat du 
« plus haut intirfit i ceux qui nous ont iih transmis sur ce sujet par E u 1 e r 
« et par Lagrange: il a £iit de la dicouverte que nous lui devons 
« une £tude approfondie dans laquelle sont employees toutes les ressour- 
« ces de la thterie modeme des fonctions. Les propri£t6s des fonctions 
fii% k deux variables ind^pendantes permettent de donner la solution 
« complete sous la forme la plus precise et k plus d^ante; et I'on a 
« ainsi un nouvel et memorable exemple d'un problime de M^nique 
« dans lequel interviennent ces fonctions transcendantes, dont les appUca- 
« dons avaient hik bom^es jusqu'ici k TAnalyse pure ou k la Giometrie. 

« La Commission cMiiet le voeu que le M^moire couronni soit im- 
primi dans le Recueil des Mimoires des Savants itrangers (*) ». 

(•) Comptes Rendtis, t. CVII, p. 1042.— Sur ce Mimoire wiV aussi : Picard, 
« Revuionnuelle d* Analyse a {Revue ginirah des sciences pares et appliqtUiS, i^r« annde, 
n« 22, JO novembre 1890, et ces Rendiconti, t. V, 1891, p. 80-90), S I^« 
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H serait tim^raire d'entreprendre, ih$ k present, une notice com- 
plete des travaux math^matiques de Sophie de Kowalevski. Ses 
futurs biographes n'hisiteront pas k ranger cette femme, vraiment su- 
p^eure, k cot6 de ses illustres devanci^res, telles que la marquise du 
Ch4telet (*), M»« Agnesi (*♦) et M"« Sophie Germain (^), 
dont s'honorent les sciences math^matiques. En attendant, qu'il nous 
soit pennis de venir payer notre tribut de regrets et d 'admiration ii la 
m^oirede Sophie de Kowalevski en empruntant^unecourte no- 
tice n^crologique de I'un de nos plus illustres g^omitres contemporains, 
Mr. L. Kronecker, professeur ii TUniversit^ de Berlin , ces quelques 
mots Merits dix jours apr^s la mort de la savante mathimaticienne russe : 

« Sophie de Kowalevski (d'apris ses derniires cartes devi- 
ce site Sonja Kovalevsky) r^unissait h un talent hors ligne pour 

(*)£inilie Le Tonnelier deBreteuil, marquise du Chdtelet, 
Die ^ Paris en 1706, morte en la dite ville en 1749. Elk ^ut li^e avec leshommes 
les plus distingj^s de son temps, principa^ement avec C I a i r a u t, qui Teut pour di- 
sciple, avec Saint-Lambert et avec Vo 1 1 a i r e qui Pappclle dans ses vers la 
doeU Uranie. On lui doit des Institutions de physique, avec une Analyse de la philo^ 
Sophie de Leibniti (1740), une traduction dv.*s Principes de Newton, publiie par 
Clairaut (1756), avec son ^loge par Voltaire. 

(**) Maria Gaetana Agnesi, n^e k Milan le x6 mars 1 7 18, morte en la 
dite ville le 9 Janvier 1799. Son p^re, professeur de mathdmatiques in Milan, I'mitia de 
bonne heure h, I'^tude des sciences exactes. Elle y rdussit si bien qu'en 1750 le pape 
B e n o 1 1 XIV I'autorisa k remplacer son p^re dans son cours public. Elle a pubfi^ en 
latin des Institutions analytiques^ qui ont h\h traduites en fran^fs par d'A n t h e I m y, 
sous les yeux de B o s s u t, et imprim^es, avec des notes de ce dernier sous ce titre : 
Traitis iUmentaires du calcul diffirentiel et du calcui inUgral (177$). 

(•••) Marie-Sophie Germain, n6c k Paris le i«' avril 1776, morte en 
la dite ville le 27 juin 183 1. Elle avait d6veIopp6 ses heureuses dispositions pour les 
math^matiques par I'^tode des ouvrages de Lagrange, de Legendre,de 
Gauss, de Fourier, et dans ses entretiens avec ces grand i gdom^tres. Bien 
qu'elle ne connut pas personnel lement Gauss, elle correspond lit avec lui, sous le 
pseudonyme de L e Blanc, ancien h\kvt de l'£co!e Polytechnique. Dans la s^nce du 
8 Janvier 18 16, P Academic des Sciences de Paris lui d^ceme un grand prix sur une 
des questions de physique math^matique les plus nouvelles et les plus ardues : la 
throne des surfaces ^lastiques (Commissiires : Poisson, Laplace, Legen- 
dre, Poinsot, Blot). W^^ SophieGermain fut plus profond^ment ma- 
th^maticienne que la marquise duChiltelet et que M^i« Agnesi, et elle avait 
I'esprk philosopbique de cette derniere. {Voir : C h a s 1 e s , Rapport sur les'progrh de 
la Giomitrie, Paris, 1870). 
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« les speculations mathimatiques g6n6rales et les connaissances techni- 
« queSy n^essaires pour les recherches sp^ciales, une perseverance infa- 
« ogable : EUe avaic toujours su rester femme, et conserver, malgr6 une 
« activity spiciale intense , un intirit tris vif pour toutes les choses 
« de Tesprit. Cela lui fit gagner et captiver la sympathie g6n6rale, de 
« tons ceux mitne qui se trouvaient en dehors de son cercle d'acdon. 
« L'histoire des inatheoiatiques parlera certainement d'elle comnie de 
« Tun des phenomines les plus merveilleux et de Tune des plus tares 
« investigatrices. Et, tandis que les quelques ouvrages, peu nombreux 
« mais tr^s importants, qu'elle nous laisse, feront durer sa m^moire 
« dans le monde mathematique, le souvenir de sa remarquable et sym- 
« patique personnalit6 vivra toujours dans les coeurs de tons ceux qui 
« ont eu le bonheur de la connaitre » (*). 



Sophie de Kowalevski naquit h Moscou le ^ decembre de 

Tannie 1853. Son ^6re, le gtoiral d'artillerie Basile Corvin-Kru- 
kowskiy y 6tait alors commandant df TArsenal. II fut transT^ri dans 
une petite ville de *la Russie occidental et quitta bientdt apris le ser- 
vice actif pour aller se retirer dans sa terre patrimoniale de Palibino, si- 
tu4e dans le gouvemement de Vitebsk, district de Nivil, 06 Sophie 
de Kowalevski passa son enfance et sa premiere jeunesse, jusqu'd 
Tiige de 15 ans. Elle y commen^a son Education, d'abord sous Li di- 
rection d'une gouvemante anglaise, ensuite, de 8 ^ 15 ans, sous celle 
d'un pedagogue remarquable Mr. J. Malivitsch^ dont le zele dclairi et 
le d^voument infatigable ont excerc^ une influence decisive sur le de- 
veloppement rapide de ses brillantes facultis. Le p^re de Sophie de 
Kowalevski, homme intelligent et instruit, et sa m^re, fiUe du ge- 
neral math6maticien Schubert, directeur du corps des topographes, et 
petite fiUe de I'astronome du mdme nom, femme superieurement cul- 
dviey r^entaient et contrdlaient la marche de ses Etudes. Aussi, il est 
probable que ce milieu intelligent et s^rieux, oCi elle a grandi , I'^du- 
cation rationnelle et soignie, qu'elle a rejue, ne manquircnt pas de con- 
tribuer k I'^closion gendrale, presque simultanie, des aptitudes vraiment 
exceptionnelles , dont cette nature priviligiie itait dotie. Void pour- 

(•) Journal fur die reine uful angeuwulle Mtthemaiik , Bd. CVIII , Heft I (18 
Mlrz 1891). 
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quoi, dans Toeuvre que Sophie de Kowalevski nous laisse, nous 
irouvons, k c6t6 de travaux math6matiques d'une tris grande impor- 
tance, des ouvrages litt^raires, publics ricemment, oi Tillustre math6- 
maticienne se revile comme icrivain de premier ordre. 

D'ailleurs ses capacites Httiraires itaient si marquees, dis son en- 
fance, que son professeur J. Malivitsch r^vait pour elle la gloire lit- 
t^aire. Ce n*est que vers la quatorziime ann6e que sa vocation pour 
les sciences mathimatiques se dicida difinitivement. Elle put la sati- 
sfaire et obtint de ses parents I'autorisation de venir itudier h Saint- 
Pitcrsbourg. Elle y fit la connaissance du jeune paliontologue de Ko- 
walevski, qu*elle ipousait, h peine agee de 15 ans, en 1868, et par- 
tait avec lui, Tannie suivante 1869, pour continuer ses itudes h Ti- 
tranger. Elle suivit d'abord, en 1869-1870 , les cours de I'Universiti 
de Heidelberg, revint en Russie, puis retourna k, Tetranger en 187 1, 
i Berlin cette fois. Ici, trouvant TUniversitfe ferm6e aux femmes, elle 
itudia les mathimatiques sous la direction deM. Weierstrass, dont 
elle re^ut, pendant quatre ann6es cons^cutives , de 1871 ii 1874, ^^^ 
lemons privies. 

Au bout de cette piriode, Tannie 1874, agie de 21 ans , sans 

examen oral et sur seule presentation de thise icrite , Sophie de 

Kowalevski obtenait le grade de docteur en philosophie et de mai->* 

tre-is-arts h TUniversiti de Goettingue (*). Depuis lors Sophie de 

Kowalevski continua chez elle ses recherches mathimatiques^ et ce 

ti'est qu'apris la mort de son mari, qui se suicida en 1883 h la suite 

Jc grands revers de fortune, qu'elle accepta, i TUniversiti de Stock- 

liolm, la chaire de mathimatiques supirieures, spicialement criee pour 

crlle (par les soins de M. Mittag-Leffler, qui obtint du gouveme- 

ruent suidois les fonds nicessaires), k laquelle elle fut appelie enjuin 

X884, h la condition qu'elle ferait son cours en allemand lapremiire 

nnie^ en suidois les annies suivantes. Elle le fit, avec beaucoup de 

miccis, jusqu'au 6 fivrier dernier, quand, ayant repris son cours apris 

vacances de Noel , elTe tombait malade le soir mime, et succom- 



O Depuis la fondatidn de I'Universit^ de Goettingue (Georgia Augusta) , par 
•^ roi George II dc Hanovre en 1737, cc titre n'a &i& conf6r6 qu*a deux fetntnes , 
^ot la premi&re fut la fille de I'historiea Schloezer, la savante Dorothie 
< h 1 b e z e r , et la seconde est Sophie de Kowalevski. 
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bait, au bout de quatre jours, le lo f^vrier 1891 , ^ une attaque de 
pleurfeie fbudroyante. 

Depui$ 1885, Sophie de Kowalcvski £aisait parde du comit6 
de redaction des Acta Maihematica de M. Mittag-Leffler. Dernii- 
rement elle avait feti nomm6e membre correspondant de rAcadimie 
ImpMale des Sciences de St.-P6tersbourg. 



LMo des travaux do Sophie do KOWALEVSKI. 



Let anoies iiiJi<]a^s tont eelles <l« \\ publicatio*. 



Travaux mathAmatiques. 

I. Zur Theorie der parddlen DiSerentialgleichungen (Inaugu- 

ral-Dissenadon, 1874) '875 

Journal fUr iU rring and amgiwofidu Matbemalik, 
t. LXKX, p. I (32 pages). 

II. Uebo: die Reductiou einer bestimmten Klasse AbeTscher 

Integrale 3^ Ranges auf elliptische Integrate 1884 

Mta MMtbematica, t. IV, p. 393 (22 pages). 

m. Om Ijusets fortplantning uti ett kristalliniskt medium . . . 1884 

Ofvirsi^t of svenski vetenskaptakadsmiins fdrbaiidlingar, 

t. XLI, p. 119 (3 pages). 

IV. Sur la propagation de la lumiire dans un milieu cristallis^. 1884 

Compies rendtts d$s siancis de VAeadimii des Sciences de Parity 

t. XCVIII, p. 356 (2 pages). 

V. Ucber die Brechung des Lichtes in cristallinischen Mitteln (*). 1885 

Acta Mathematical t. Vf, p. 249 ($6 pages). 



(*) Les pages 254-279 de ce travail contiennent un m^moire in^Jit de Mr. 
Weierstrass « Eine Integrationstnethode ftlr lineare partielle Differentialgleichun- 
gen ». — Les r^sultats contenus dans le m^moire V ont ^t6 signal^s pr6 ilablement dans 
les Doles III ct IV. (yoir : E n e s i c 6 m , Table des mat hes des tomes I'X des Acta 
Mathematica), 
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VI. ZusiStze und BemerkungeD zu Laplace's Untersuchung 

uber die Gestalt der Saturasringe 1885 

Astronomiscbi Nacbricbleny t. CXf, p. 37 (12 pages). 

Vn. Sur le proU^me de la rotation d'ua corps soUde autour 

d*un point fixe (*) 1889 

Ada Matbimaiica, t. XU, p. 177 (56 pages). 

Vin. Sur une propriete du systime d 'Equations diflfi&rentieUes 
qui dfefinit la rotation d'un corps solide autour d'un 
point fixe (**) 1890 

Acta Matbemaiicdy t. XIV, p. 81 (13 pages). 

K. Sur un theorime de M. Bruns 1890 

NoUs it Mimoires prisentis a la confirence de tnatbiftuUiquiS 
de VUrdvirsiU de Stockholm, t. I. — Ada MatbemaUca^ t. XV. 

^ M^moire sur un cas particulier du probl&me de la rotation 
d'un corps pesant autour d'un point fixe, oCi I'int^gra- 
don s'eflfectue ii I'aide de fonctions ultraelliptiques du 
temps (***) 1890 

Rtcueil des Savants itramgers^ t. XXX, p. i (66 pages). 

Travaux LITT^RAIRRS. 
* Kiminiscences sur George Elliot (en russe) 1885 

Rousskaia My si (Pensde russe), juitlet 1885. 

^. V« Victis 1889 

Nouvelle publi^e en su^dois dans le )ouriul Jul Almanack^ 1889. 



(•) Ce memoire est un r6sum(i da m^inoire X. 

(••) Les mimoires VII et VIII oni 616 recompenses d'uae sommc de 1500 cou- 
Tonnes (21 15 francs) par TAcademie des Sciences de Stockholm. 

(♦•♦) M6moire auquel TAcademie des Sciences de Paris, dans sa stance solcn- 
aelle du 24 dccembre 1888, a decern^ le prix Bordin, ilevi de 3000 k 5000 francs 
en raisoQ du service tout ^ fait extraordinaire rendu & la physique nudiematique 
par Toeuvre de Sophie de Kowalevski. 
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nL Souvenirs d'enfance (en russe) (*) 1890 

Festnik Evropy (Messager de PEuropc), livr. 7 et 8, 1890. 

IV. Systrama Rajevsky (Socurs Rajevsky) 1890 

Les ro^mes souvenirs d'enfimce, puUi^s sous forme de roman, 
en volume s6par6, en suMob et en danois. 

V. La faraille des Vorontsoffs 1890 

Roman ^rit en su6dois sous le pseu donyme deTanja Rajevsky, 

dont les premiers chapitres seulement ont paru dans tes derniers 

numeros du joumjl su6dois Nor disk Tidskrift, 

VI. Lutte pour le bonheur 1890 

Sous ce litre, deux drames, bas6s sur deux donnas diffi&rentes, 
Merits en collaboration avec Mme A. C. Leffler. 



Palerme, 11 avril 1891. 



E. DE Kerbedz. 



(*) Est une oeuvre d'une grande port^e esth^tique , et ra^riterait , grlce i la 
profoodeur de I'analyse psychologique, la (raicheur du coloris, la v6rit6 des descrip- 
tions, d'etre rangte i c6t6 de «L*enfjncei» et de « L*adolescence • de L. Tol- 
s t o I. Ces m^moires, qui s*arr6tent ^ la quinzi^me annte, date du mariage de S o- 
phie deKowalevski, doivent ^tre continues ra linten mt par son amie Mme 
A. C. Leffler (marine i Mr. P. del Pezzo, due de Cajanello , professeur de 
g^om^rie sup^rieure k TUniversit^ de Naples) qui en a accept^ le pieux heritage. 

Nous y trouvons une anecdote assez caract^ristique sur I'enEince de Sophie 
de K o w a 1 e V s k i qui mirite d'etre rappon^e : 

Elle avait alors 10 ans et dcmeurait dms U maison (ie campagne ({jc son p^re. 
L41 maison eut besoin d'etre r^par^e , et Ton fit venir de St.-P^tersbourg des pa- 
piers de tenture. Mais il se trouva qu'il n'y en eut point pour la chambre des en- 
£ints, dont les murs furent reconverts avec le cours litographi^ d'O strogradski 
tur Panalyse math^matique, cours qui provenait des ann^es d'^tude de .son p^e; et 
la petite Sophie, qui d^vorait toutes les feuilles imprimis qui lui tombaient sous 
la nuun, au grand disespoir de sa gouvernante anglaise, passait son temps & lire ces 
dissertations math^matiques, m^I^es d'incompr6hensibIes hieroglyphes. c II est assez 
Strange, dit-elle dans ses m^moires, que, lorsque jt 16 ans je commen^ais I'^tude du 
calcul diffi&rentiel, mon professeur fut ^toimi de la rapidit^ avec laquelle je le com- 
pris , comme si j'avais une n^miniscence d'avoir d^j\ connu ce qu'il me disait La 
continuelle lecture des papiers colics sur les murs avait certainement laiss^ des tra- 
ces inconKientes dans mon esprit d'enfont ». 



SUI SISTEMI RICORRENTI DEL 3 ' ORDINE 

ED IN PARTICOLARE SUI SISTEMI PERIODIC!; 

Memoria diEttore Bortolotti,in Bologna. 



AdaunM del ai ourxo 1891. 



Quando un sistema di funzioni 

A(^)> AW> ••• Pn(x), ... 

^ tale che fra m + i consecutive passi una relazione lineare, il sistema 
si dice ricorrente dell'ordine m, e se i coefficient! della relazione lineare 
<U)ntengono la variabile x razionalmente ed al grado k al pii, si dice 

che il sistema e del grado k. (*). 

Lo studio dei sistemi ricorrenti comprende quello della genera" 
li^T^a^ione delle fra:^ioni continue algebriche secondo ralgoriiino del Pi ri- 
cher le (**) ed i per si stesso del massimo interesse in molte qui- 
3tioni di analisi e di fisica matematica. 



(•) S. P i n c h e r I e : / sistemi ricorrenti di priino orJiiie e di secondo grado 
CHeadiconti della R. Accideniia dei Liacei, vol. V, f<isc. 1°, 1839). 

(••) Fedi Rendiconii deli'Istituto Lombardo, scri* 11, tomo XXII, fasc. 12-13. — 
Memorie della R. Ace. delie Sciciizc di B.jlogna, scrie IV, tomo X, marzo 1890. — 
Annali dt Matematica, scrie II, tomo XIX, di p.ig. 75 a 95. 

lUnd. Grc, Maietn., t. V, parte i*— Stampato il 18 aprile 1891. 17 
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In questo primo lavoro mi limiter6 alio studio fomiale dei sistemi 
ricorrenti del terzo o rdine senzn fare alcuna ipotcsi relativa al grado di 
questi sistemi; ed analogamentc a quanto fu fatto, principalmente dal 
Muir (*), per le frazioni continue, mi gioverd della teoria dei deter- 
minanti, che, se porta qualche incomodo nella scrittura, oifre il van- 
taggio di una maggior sempliciti nel metodo e chiarezza nel risultato. 

Dapprima, supponendo date due serie infinite di elementi 

Mw ** I } • • • **a • • • 

*o *i >•••*-•• • 

considerer6 la matrice, di n linee ed n + 3 colonne, che airinfuori di 
quattro file discendenti diagonalmente da sinistra a destra e formate 
cogli elementi : 

I I . . . I 

^o ^, . . . tf« 

K *, • • • *• 
— I — I ... — I , 

ha tutti gli altri elementi nuUi. 

I determinanti che si ottengono da una stessa matrice togliendo 
in tutti i modi possibili 3 colonne qualunque; quelli clie si ottengono 
togliendo sempre le stesse colonne, cominciando a contire dalla prima 
a sinistra , o daU'ultima a destra , mentre la matrice va mano mano 
acquistando una nuova linea ed una nuova colonna; si riducono a tre 
tipi semplici che ho indicati coi simboli a, ^, y» e costituiscono altret- 
tanti sistemi ricorrenti del terzo ordine, di cui, con metodo semplice^ 
si studieranno le proprietii fondamentali. 

In particolare ho preso in esame il caso che nelle due serie date 
gli elementi si riproducano periodicamente, col periodo p, ed in tal caso 
ho dimostrato che nel sistema ricorrente del terzo ordine: 

^o > ^i > ^a > • • • ^» • • • 
definito dalle relazioni : 



(•) Proceedings of the Royal Soc. Edimb., 1873-74 (Sui continuanli). 
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fra quattro funzioni : 



^a 9 ^a^p y ^oH-tp > ^at+j^ > 



I cui indici sieno congrui rispetto al modulo p, passa una relazione li- 
neare a coefficienii costanti delle forma : 

c reciprocamente, in mode che per le funzioni del sistema si pu6 tro- 
^-are la forma generale cspressa in funzione lineare delle radici della equa- 
^ione cubica 

yi — Kf—^y— I =0, 

- ^1 3p costanti arbilrarie. 

In un prossimo lavoro , mi occuper6 specialmente della applica- 
zWalgorittno del Pinch erle dei risultati qui ottenuti ; mi basti 
rr ora accennare che : posto il problema : Date due fun:(toni , stabi- 
^Mre fra e^se una relatione lineare a coefficienti ration ali la piii appros- 
^imaia possibile per un grado dalo dei coefficienti (*); i polinomi A^ B, C, 
^he risultano come coefficienti in questa relazione, non sieno altro che 
<]etenninanti del tipo ^ facilmente sviluppabili e di cui, immediatamente, 
si possono trovare le proprieti , le relazioni reciproche , i coefficienti 
dei termini di massimo grado, etc. 

Similmente, posto il problema : Date due funzioni , rappresentark 
tnediante dm fra^ioni ra^iovali aventi il medesimo denomifiatore net tnodo 
piii approssimato possibile compalibilmente col grado dato del denominatore 
di qtuste fra^ioni », si vede subito che i polinomi P„, Q^^ /?^, trovati 
dal prof. Pinch erle (**) sono tre determinanti del tipo a che siotten- 
gono I'uno dall 'altro toglienJo successivamente la prima linea e la prima 
colonna. 

Inoltre, nello stesso modo che le frazioni continue periodiche ser- 
vono a rappresentare le radici di una equazione di secondo grado, Tal- 



(*) S. Pinch erle, Annali di Miteniaiic:!, serie II, tonio XIX, n** 4. 
(••) Loc. cit., n** 9. 
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goritmo del Pinclicrle, quando sia periodico, serve a rappresentare 
Ic funzioni algebricho di genere qualunque, e, fcrmandoci al primo sta- 
dio della generalizzazione, le funzioni algebriche provenienti da una equa- 
zione cubica qualunque. 

I. 

I. Date due succession!, infinite, qualunque^ di elementi : 



(0 



si consideri la matrice : 



^o ^i • • • ^* • • • 



*o *i •••*«•• • 
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n numero delle linee & », quello dellecolonne & n + 3, tale ma- 
trice comprende adunque f ) determinanti dell'ordine n, Ci pro- 
ponianio lo studio di questi determinanti. 

2. Uno qualunque dei determinanti da studiarsi si otticnc da!la ma- 
trice M sopprimendo in questa tre qualunque delle sue colonne. Si puo 
vedere immediatamente che : 

Tutti i determinanti che si ottengono sopprimendo tre colonne const- 
cutive qualunque, sono in valore assoluto eguali airunita. 

Supponiamo cfie le colonne soppresse sieno quelle di posio v+i, 
V + 2, V -|- 3 . Siccomc dal vertice supcriorc sinistro sccnde nel senso 
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della diagonale principale una fila di iiniti positive , cosi , airincrocio 
dclla v*"*"* linea coUa v"''"^ colonna, si troveri rdemento i, e gli ele- 
menti seguenti a^^ , b^^ , — r, saranno soppressi tutti e tre per modo 
che in tale linea rimarri solo Telemento i diverso da zero. — Nella 
linea s^uente invece saranno soppressi gli elementi r, rt^, ty, e ri- 
marri il solo elemento — i che verr?i sulla diagonale principale , gli 
altri elementi saranno nulli. Cosl la diagonale principale sari occupata 
da V elementi eguali ad i e da « — v elementi eguali a — i. Nelle 
prime V colonne saranno nulli tutti gli elementi al di sotto della dia- 
gonale principale , nelle ultinie n — v, quelli al di sopra , il determi- 
name si ridurri quindi al suo tennine principale cioi a (-^I)*-^ 

3. Un ragionamento analogo pu6 applicarsi tulte le volte che la 
prima e I'ultima colonna non sieno comprese fra le tre colonne sop- 
prcsse. 

Infatti , se nella matrice M vi sono v colonne che precedono la 
prima delle tre da sopprimere, e ve ne sono ffc dopo Tultima, nel de- 
terminante risuUante vi saranno le v prime colonne che hanno gli ele- 
menti posti sulla diagonale principale eguali airuniti , e tutti gli el^ 
menti posti al di sotto eguali a zero; e le ultime (x colonne avranno 
gli elementi posti sulla stessa diagonale eguali a — i , e quelli al di 
sopra eguali a zero; tale determinante si ridurri c^uindi ad uno di or- 
dine n — v — ;/. , che si sarebbe potuto ottenere da una matrice ana- 
loga ad Af e composta di sole n — v — [i linee togliendo da questa 
la prima, Tultima colonna, ed una intermedia. 

Si pno dnnqm limitare lo studio a quei determinanti che si olten- 
gono dalla matrice data prendendo costantemente la prima e Vultima co* 
lonna fra Ic tre che si devono sopprimere, 

4. Si avranno dunque soli tre tipi distinti di determinanti: 

I) Quelli che si ottengono sopprimendo la prima colonna e le due 
ultime. 

La diagonale principale in tail determinnnti 6 occupata dagli ele- 
menti della serie {a). Se 6 a^ Telemento che si trova sulla prima linea 
ed a„ quello che si trova nell'ultima , il determinante corrispondente 
sari rappresenta^o col simbolo a(r, ;/). 
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II) Quelli die si ottengono sopprimendo le due prime colonne e 
Tulrima. — La diagonale principale i occupata dagli elementi (b); se b^ 
i il primo elemento e b^ rultimo, adopereremo il simbolo P(r, «). 

ni) Quelli che si ottengono sopprimendo la prima colomia, Tul- 
tima, ed una intermedia qualunque. 

Prima della colonna intermedia soppressa, la diagonale & occupata 
dagli elementi (a), dopo, dagli elementi (b). 

Se le colonne preccdenti alia intermedia soppressa sono /> , e Ic 
seguenti n — /> ; quando non vi sia nmbiguiti sugli indici degli ele- 
menti (a) , (b) , si indicheri il detenninante di qucsto terzo tipo col 
simbolo y(^> *»)• 

J. Prendiamo ora in esame i determinant! del i° tipo: 
Si ha: 



<o, » — 1)= 



a b — I 



O 

I fl, b^ — I o 
o I fl, i, — I 
o I a^ b^ 



o. o o o 



o o o o 



o 
o 
o 








o 
o 



o 
o 
o 
o 



o 
o 
o 
o 



. ^^4*.^4— r 



. I 
. o 
. o 






Sviluppando questo determinante secondo gli elementi dell 'ultima 
colonna si trova la relazionc : 

(1) a(o, w— i)=:fl„_,a(o, « - 2) — /^,^,a(o. « — j) — a(o, « — 4). 

E svilupp<mdoIo invece secondo gli element! della prima linea : 

(2) a(o, «— i) = ^Xi, n — i)— /;^a(2, n - i) — *(3, «— 0- 



Possiamo dunque concludere che : Secondo che le a si considerano 
generate le tine dalle altre aggiungendo snccessivamenie una nnova line^a 
al di sottOy od al di sopra di quelle scritk^ ossia secorfdo che si immagi- 



o 
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nano generate dall'alto al basso, dal basso alValto^ si presentano came 
iniegrali dell'una deWallra delle due equa^ioni alle differen:^e finile : 

(3) /(«) - «,-./(« - + CJ(« - 2) + /(« - 3) = o 

(4) m - aj(r + I) + Kf(r + 2) +/(f + 3) = o, 

che, secondo una definizione del prof. Pincherle^ si possono chia- 
mare inverse Tuna dell*altra. 

6. Quando si vogliano presentare tutti gli elementi-di cui h com- 
posta la «(r, «), potremo scrivere 

a(r, n) = {a^a^ ,fl^, a^^ ... a^, a^. 

7. Da quanto si h detto risulta che lo sviluppo del determinante 
a(o, n) si ottiene per sosdtuzione successiva dalle formule: 

a(o, n) = ajx{i, n) — bjx{2, n) — a(3, «) 
j a(i, n) = ^,a(2, «) — i,a(3, n) — a(4, «) 

0(2, «) = ^,a(3> «) — *.<4* «) — <5i «) 



(S) V «(« — 2, «) = ^^,a(w — I , n) — /^«_,a(n, «) — a(n + i , «) 

<« — r, «) = ^«-,<«, «) — *»-!«(« + I, «) — <« + 2, n) 
a(w, «) = ^. 
<« + I, «) = I 
\ a(n + 2, n) = o. 

Se immaginiamo la sostituzione eseguita , e ricavato il valore di 
a(o, n)y si scorge immeJiatamentc che esiste un termine formato col 
prodotto 

(0- ^o'^i'^a • • • ^11 
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di tutti gli elementi (a) e che proviene dalla diagonale del determi- 
nante. Che in seguito non esiste nessun termine che contenga un solo 
elemento (a) di meno del termine scritto, ma che esistono i termini: 



(7) i ~*« ^o ^« ^4 • • • ^« 



— *»-i ^o ^1 ^a • • • ^.-a 



i quali tutti contengono dtu elementi (a) di meno del termine princi- 
pale. Che in s^;uito esistono i termini : 



^, ^4 ^5 • • • ^n 

^o ^4 ^S • ' • ^n 



(8) ^ — ^o ^i ^a • • ^fH-i 

K^x ^, ^4 . . . ^, 

*o*a ^i ^4 • • • ^« 



i quali contengono tre elementi (^) di meno del termine principale; etc. 

8. Se invece si vuole ordinare questo sviluppo secondo 11 numero 
dei fattori b che entrano in ciascun termine si scorge che : In un me- 
desimo termine non possono entrare due elementi (b) consecufivi; e che in 
conseguenza : // grado del determinate a (o, n) rispetto ai fattori {b) 
I egiiale alia maggior meth del numero n; e questo perchi Tindice di b 
varia da. o ad n — r, se quello di a varia da ad n. 

Nel caso poi che n sia dispari ed eguale a 2r + i> si ha un ter- 
mine di grado massimo della forma : 

(9) *o *. *4 . • . Kr^ 
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Se invece n sia pari, si iianno i termini 



^37 



^o *i *3 *s • • • K-i 

^4 *o *« *S • • • ^ar-i 

^ar-a *o *a ^4 • • • *ar-4 ^ar-, 
^ar *o *a *4 • • • *ar-a 

i qusili tutti hanno il medesimo grado. 

5. Le medesime considerazioni possono ripeiersi per i determinanti 
del iTtipo. ^ 
Si ha infatti 



K^^ n-i)= 
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Svolgendo questo determinante secondo gli elementi deirultima li- 
si ha la relazione : 



E sviluppandolo secondo la prima colonna si ha : 
(11) ^o, n - I) = i,P(i, w - I) + a,P(2, n - I) + ^(3, n-i) 



Rind, Ore. Matem., t. V, parte i* — Stampato il 18 aprile 1891. 
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Secondochi si considerano come generati dall'alto al basso o dal 
basso air alto, i determinanti p si presentano come integrali dell'una 
o dell'altra delle due equazioni alle differenze finite : 

(12) /(«) - *._./(« - I) - a^J{n - 2) -/(« - 3) = o 

(13) /(r) - bJir + I) - a^J(r + 2) -f(r + 3) = o. 

10. Se, analogamente a quanto si h &tto per i determinanti a, si 
considerano le relazioni : 

p(o, n) = bXi, «) + a.fJ(2, «) + P(3, «) 
p(i, n) = A,p(2, «) + a.p(}, «) + p(4, «) 



p(«-2,H) = *,_p(«-i.«) + fl^.P(»,«) + P(«+i>«) 
(14) , 

P(« - I, «) = ^^,p(«, «) + fl,p(« +!,«) + P(« + 2, n) 

K«. «) = ^. 
' P(«+ I, «)=i 

• P(n + 2, «) = o, 

e si immaginano fatte le successive sostituzioni, si scorge che , dopo 
11 termine principale: 

che contiene « + i fatttori (i), non vi i nessun termine che contenga 
n fattori (i), e che in sostanza si pii6 rlpetere per le (b) qui, quello 
che si disse per le (a) nel caso dei determinanti a; in panicolare, se 
si ordinano i termini dello sviluppo secondo gli elementi n, il grado del 
detemiinante P(o, ;/) i dato dal numero dei numeri dispari contenuti 
da I ad tty o dei numeri pari contenuti da 2 ad w, cioi dalla maggior 
met^ del numero n. 

Nel caso che n sia dispari si ha un termine massimo della forma 

* 

(15) fl,. a,, a^ ... a„; 
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nel caso lii » pari, si hanno i vari termini : 



/ K «i "4 ''s • • • <»« 



(16) 



b^ a^ a^ a^ . . . a 



n 



\ K^l^i ^, ^< . . • ^n-i 



tutti dello stesso grado. 

II. Prendiarao ora in esame i determiaanti del terzo tipo, e per 
brevili di scrittura considerinmo il determinante y(6, io) : 
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La colonna intermedia che fa :;oppressa hu determinato uno spo- 
stamento nella diagonale principale che, nelle colonne precedent!, h oc- 
cupata dagli element! (j), e nelle seguenti h invece occupata dagli ele- 
ment! (i). Inoltre, le sei colonne precedent! quella soppressa , diiano 
luogo a due soli determinant! del 6^ ordine, cio6 ai determiaanti : 
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Dei quail il primo h il determinante a(o, 5), Taltro a(o, 4). Si- 
milraente le 10 — 6 = 4 colonne seguenti dinno luogo a due soli deter- 
minanti del quarto ordine diversi da zero, e cio^ : 



a. b.— 



I 




o 

I 
b. 



8 8 
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I 

b. 



— I o 



I 
a 
I 
o 



b — 



o 
I 

b. 



a^ 0.- 





I 

b. 



i quali rispettivamente possono rappresentarsi coi simboli 

P(6, 9); -P(7, 9). 

Se dunque si sviluppa il determinante y(6,io) secondo i minori 
complementari delle prime 6 colonne, si trova la formola: 

Y(6, io) = a(o, s)P(6, 9) + «(o, 4) K?, 9). 

Questo ragionamento k generale e, pel caso die nel determinante 
die si considera esisiano p colonne prima della intermedia soppressa 
ed n — p dopo, ci conduce alia formula : 

(17) tO'* w)=<o,/)-i) P(/>, «-i) + <o,/^-2).p(/^ +i, n-i). 

La quale, serve ad esprimere i determinanti y in funzione dci de- 
terminanti a c p, e si pu6 enunciare : 

12. // determinante the si otticne dalla vialrice Ji n Hnee sopprimcndo 
la prima colonna, rtiUima, e quella di posto p + 2 h eguale al prodollo 
del determinante a(o, /> — i) forma to colle prime p colonne non sop- 
presse, moltiplicato pel determinante ^(p,n — i) formato colle ultime u — p, 
aumentato del prodotto a(o, p — 2). ^{p + i, « — i) dei determinanti 
di ordine p — i, « — p — i, rispettivamente ^ formati colle prime p — r 
e colle ultime n — p — i colonne non soppresse. 

13. Supponendo p costante ed n variabile, si sviluppi il detemii- 
nante y(/), n) secondo gli elemenii dt^irultima linea, si ha la relazione: 



(18) y(/s '0 = '^-j(/^» ''-i>+ ^^.-tV(^ ''-2) + t(/>-, '^-3). 
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Similmente, supponendo p variabile ed « — p fisso, si ha la re- 
bzione: 

09) Y(/>, «) = ^oY(^— I, «) — *oY(/^-2, n)_Y(/>-3, n). 

Lc quail dimostrano che, secondochi le y si suppongono generate 
Tuna dall'altra aggiungendo nuove linee al basso, od airalto, si pre- 
sentano come integrali dell* una o deiraltra delle due equazioni alle 

differenze : 

* 

Kn)-b^J(n - i)-a_/(« - 2) -/(« - 3) = 

/(P- - «/(/> - r - I) + bJip - r - 2)-/(/. - r - 3) = o. 

14. Abbiamo veduto che i determinanti del terzo tipo si possono 
esprimere in funzione dei determinanti del 1° e 2** tipo, di questi quindi 
ci occuperemo esclusivamente- nei numeri seguenti. 

I). Teorema. — // prodotlo di due deter minanii di egual tipo e di 
ciual ordine che abhiano comtmi tutti gli elementi all'infuori di quelli dtlla 
prima linea deWiino e delVuHima linea deiraltro , e eguale alia somma 
oi^ehrica del prodotto dei due determinanti , dello stesso tipo dei proposti 
t formati Vuno con tiUte le linee comuni, I'altro con tutte le linee comuni 
t non comuni prese ciascuna una sola voliHy pin meno il determinante 
ii tipo contrario che si pud formare con tutte le linee comuni e non co- 
mni adoperale. Si prendera poi il segno pin se i determinanti proposti 
(ratio del tipo %, meno, se p. 
Si hanno cio6 le formule : 

(20) a(o, «— 2).a(i, «— i) = a(i, «— 2).a(o, n — i) + p(o, n— 2), 

(21) p(o, n-2).p(i, «-i) = P(i, n—2) P(o, w-i) -a(i, «-i). 

16. Teorema. — // prodotto di due determinanti dello stesso tipo e 
degli or din i n — i, «— 2, rispettivamentey che abbiano comuni tutti gli eU- 
menli eccetluati quelli dclle prime due linee del primo, c della ultima linea 
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del suondOy k eguale al deter minanlt di or dine n forma to con tutle le linee 
comuni e non comuni prese cuiscuna una sola volta, moUiplicato pel determi- 
nante cU ordine n — 3 fortnato con tutte le linee comuni, piii la somma del pro- 
dot to del prima elemento della prima lin^a del deter minanle tot ale pel deter mi- 
nante di tipo contrario contenuto nelle altre n — i linee^ piu il determinante^ 
pure di tipo contrario al proposto, contenuto nelle ultime n — 2 linee. 
Si hanno cio^ le formule : 

/ ^\ *(^> fi-2).a(2, n- i) = a(o, « — l).a(2, n — 2) + 
^ ^ +^,P(i, ;i-.2)+?(2, n-2) 

^ ^^ +/>o«(^ W-l)+a(2, //—I) 

17. Per mezzo delle relazioni ricorrenti trovate per le a e le p si 
possono dimostrare molto agevolmente i teoremi enunciati. 

Basterebbe p. es. considerare coDtemporaneamente le formule (20) 
e (22), relative ai determinanti a, verificare queste formule pei deter- 
minaad del 2® e 3° ordine , poi supporre sieno vere pei determinanti 
dt ordine n e dimostrare che allora valgono ancora per i determinanti 
di ordine n -■{' i. Tale dimostrazione, affatto elementare, per ragione 
di spaziO) e per Tindole del periodico sara da noi omessa. 

18. Ulteriori indagini sulle relazioni reciproche dei determinanti a, 
P, Y> ^' sembrano superfine, le relazioni trovate, d'altronde , bastano 
per Tapplicazione di questi determinanti alio studio deiralgoritmo gene- 
ralizzato delle frazioni continue algebrlc'ic, al quale appunto serviranno 
come preparazione le ricerche presenti. 

u. 

19. Sieno date due successioni iaBnite di elementt 



• • • 



r X a^a^.., j^_, a^ a^ ... ^^_, a^ 

/^o *. • • • Vi *o *« • • • V» ''o • • • 

che si riproducono periodicamcnte col periodo p. 
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Ci proponiamo di cercare quale influenza abbia questa period icitii 
sulla forma delle funzioni 



^O > ^i > ^1 " ' ^ 



n • 



che costituiscono un sistema ricorrente del terzo ordine deiinito dalle 
rebzioni : 



w 



^. + ^1 ^2 + K ^^ — ^4 






20. Incominciamo col cercare la relazione die pnssa fra quattro 
funzioni (t consecutive i cui indici sieno congrui a zero rispetto al mo- 
dulo p, cio^ fra quattro funzioni della forma 

^npi ^(nU)py ^(n+2)f>i ^(n+^)p ' 

A tal fine osserviamo che Tultima equazione che contienea^i: 
c la prima equazione che contiene ^^ni-^yp i : 

Scrivendo insieme con qiieste tutte le equazioni intermedie ed ag- 
giungendo le equazioni identiche : 

^»p — "^f^py '^(./+«)/> — '^("+i)/«> ^0'+7)p — ^(«+aV> («+3)^ W3)^> 

si avranno in tutto 3/) + 2 equazioni, fra le 3/> + i incognite : 

*^np > ^i/^+i > *^up^l > • • • ^(»»+5V • 
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Fra quelle equazioni eliminando queste incognite si giunger^ ad 

una relazione fra (^'^ , ^(f .)/ » <f »> ' ^(-h.,)^' ^^^^ ^^ ^-^^ ^(«h-.>» 
^(•f.V» ^(fi)/> c^^ sari la richiesta. 

La eliminazione sad eseguita ponendo eguale a zero il determi- 
nante formato coi coefHcienti e coi termini noti. Questo determinante 
risultcri deU'ordine 3/* + 2, e pel caso di p = 3 avri la forma: 
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Ed in generate si vede che i coefficienti che risultano agli de- 
menti dell'ultima colonna nello sviluppo del determinante, sono rispet- 
tivamente i determinanti di ordine iP^2 che si ottengono dalla ma- 
trice: 
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s^joando le 4 colonne che si ottengono incominciando dalla prima e 
procedendo avanti di p in p^ cio6 le colonne : 

I* /> + I, 2/) + I, 3/) + I (od ultima) 

di queste conservando succcssivamente la i* la 2* la 3* la 4* e soppri- 
mendo le altre tre. Questi quattro determinant! Z)„ D„ D^ D^, airinfiiori 
del segno, sono i coefficienti did,^, (x^^,)^, (x^^,)^ , (t^^^^^^, neUa re- 
lazione cercata. 

Quanto ai segni, una facile indagine ci insegna il modo distabi- 
lirli, cosicchi ne risulta la relazione : 

(- iT**D,c^ + (- O'^'i), vo^ + (- O''^^, v.). 

21. Rimane da determinate la forma dei coefficienti D„ D„ D^ D^. 
Incominciamo da Z),. Questo determinante si ottiene sopprimendo le 
colonne /> + i, 2/) + i , ed ultima , dunque , per quanto si vide al 
n** 3 perde le prime p linee e colonne e si riduce dell'ordine 2p — 2. 
Si sarebbe potuto ottenere da una matrice di 2p — 2 linee e 2/> + i 
colonne togliendo in questa la prima colonna , 1' ultima, e quella di 
mezzo. Si potri dunque rappresentare col simbolo ')[[p — i, 2 (J) — i)]. 

CoDsiderando poi che, dopo le p linee soppresse, per la periodi- 
citi da noi ammessa , si riproducono gli element! della prima linea , 
potremo scrivcrc subito Tespressione di D, ricavandola dalla formula 
(17) trovata al n*" 11, ed avremo : 

A = <0, p - 2).^(p —1,2/^ — 3) + <0, p - 3).p(/>, 2P — 3) 

o tenendo conto della periodiciti negli indici : 

(4) D, = a(o, f - 2).p(/> - I , /> - 3) + a(o, p - 3).p(o, p — 3). 

Nella qual formula , h bene ricordare , che gli indici si seguono 
secondo la serie : 

o, 1,2, . . . ;> — 3j /> — 2, /> — I, 0, I, 2 , .../> — 3- 

Rind. Circ. Matem , t.' V, parte i»— Stampaio il 23 aprile 1891. 19 
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22. Similmente D^ si otriene dalla matrice data sopprimendo le 
colonne i> /> + i, 2^ + i> ^ siccome dopo di queste vi sono ancora 
p colonne , cosi D^ perde le ultime p linee e colonne ed acquista il 
fiittore (— !/• 

Siccome poi, per la periodiciti^ supposta, togliendo p linee e co- 
lonne dalla matrice si ritrovano gli stessi element! con lo stesso ordine, 
cosl la matrice da cui si pu6 ricavare D^ dopo questa riduzione h la 
stessa da cui dicemmo potersi ricavare Z),. E siccome, in&ne, si Tuno 
che Taltro dei determinanti D^ , D^^ si ottengono togliendo la prima 
colonna , I'ultima e quella di mezzo, cosi sara'nno ^uali , e tenendo 
conto del fattore ( — i)^ avremo ^ 

(5) D^ = (-iy.D,. 

Introducendo questa relazione neiregunglianza (3) veniamo nelU 
conclusione : 

I coefficimti di cr^ , t di ^e^y)t , sono eguali e di segno contrario. 

23. Rimangono a considerarsi i determinanti Z), e D^ 

n determinante D, che si ottienc togliendo la prima colonna, Tul- 
tima, e la {ip + I)**'""* sari espresso dalla formula (17) trovata al 
n** II, nella quale si sostituisca p con 2/>— i ed n — i con ^p — 3. 

Si avrJi dunque: 

(6) A=<o, 2;^~2).p(2/>-i, 3;^-3)+a(o, 2/>-3).p(2/>, 3/)-3) 
ed analogamente : 

(7) A =<o>/^ - 2), ^{p - I, ^p-i) + a(o,/)-3).p(/>, IP - 3). 

Ora, pel fatto della periodiciti, al posto degl'indici 0, i, 2, . . . 
p — I J p i . . • 2p — 1 , 2p ^ ... 3/> — 3, vanno sostituiti gli altri : 
o, I, 2, . , . p — I, o ...,/> — I, o, ,../) — 3. 

Indicando brevemente con a (o , , p — 2) il determinante 
(flo fl, ^, . . . a^^ a^ a^ ... ap_^ a^^), e con ^(p — i, o, /> — 3) il 
determinante (i^_, , b^ , l\ . . . h^^ ^o • • • ^^3)? si hanno le formule : 
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(8) I>,=a(o, 0, p—2).^(p - I, p-3)-|-a(o, o, pslKo, p—i) 

(9) £>j = «(o, />— 2).P(/'-i. o. /'-3) + «(o. p-3)-Ho, o,p—i). 

Ora applicando i teoremi trovati ai n' 15, 16 , & agevole dimo- 
strare le formule ; 

f . «(o, 0, /> — 2) = S.a(o, /> — 2) — Ko. /> — 3) 
^ '' «(o, 0, /.-3) = S.«(o, />-3) + p(/.-i./> — 3) 

.„>. P(/>-i. o, />-3) = ^..P0'-i, />-3) + «(o. />-3) 
^ ^ Ko, 0, /> - 3) = ^.^0. /> - 3) - <o, p-2) 

con : 

(12) h = x(o,p-i) — b^_,x(i,p -2) — a(2,/> — 2) — «(!,/>— 3) 

(13) S.=PO'-i, ^_2)+fl,_.p(o. p-3)+K^, p-3)+Ko, p-4)- 
Le fonnule (lo) sostituite nella (8) d conducono alia conclusione : 

Z), = a(o, /> - 2).p(/> - 1 , /> - 3)X — p(o, ^ — 3).P(/) - I, /. - 3) 
+ <o, p - 3).p(o, ;> - 3)S + P(o, /> - 3).p(p — r, / — 3). 

Riducendo c sostituendo la (4), si ha : 

(14) A = SA- 

ft 

Operando similmente sulla formula (9) si otiiene ; 

(15) . D' = S.A. 

24. Ammesse le formule (10) e (11), si scorge adunque che tutti 
i termini della relazione (3) contengono come fattor comune Z),; la 
relazione stessa assume quindi la forma : 

nella quale, come appare dalle formule (12) e (13), le 5 e S^ sono 
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dd grado p rispetto alle a e alle b rispetdvamente, e sono indipendenti 
da n. 

25 . Si vuol dimostrare ora che : Le fun^joni a, 1 cut indict appar- 
tengono ad itna stessa classe (^, rispeUo al modulo p , formano^ ttn si- 
sterna ricorrtntt del 3^ or dint a coefficienii costanti, e cbe questi coefficienti 
rimangono setnpre gli stessi qualunque sia la classe cut apparttngono , 

Si consideri percio che quando si cerchi la relazione fra le fun- 
zioni <T^, , ff(^,)^, , <?c^.,);h.i » ^(•+j)n« > ^^^^^hi fra le <r^, <^(^,)^, ^(ih-i^. 
^(■+1)^ ; si dcve eseguire, per la periodiciti supposta, s«tnplicemente una 
sosmazione circolare 

5 = (o, I, 2, .•./>— i) 

sugli indici di tutti gli elementi (a) e {V) che entrano nella relazione 
trovata nei numeri precedent!. 

I coefficienti V^ ^ della nuova relazione si otterranno dai coeffi- 
cienti 2, ), y precedentemente trovati, mediante la sostituzione S ope- 
rata sugli indici. 

Ora k facile mostrare che una tale sostituzione non fa mutare il 
valore dei coefficienti S, 2,. 

In£itti, svolgendo a(o, p — i) secondo gli elementi della prima 
linea si ottiene per S {yedi formula 12) I'espressione : 

X = j,a(i, p— I) — A^a(2, />- i)_a(3, /)— i)— 
^ ^^ - V« <'^ P-^)- «(2, /> - 2) ~ a(i, /) - 3. 

Ora sulla primitiva espressione di ^ (formula 12) si eseguisca la so- 
stituzione 5, avremo : 

(18) 5.X = X' = a(i,o) — *X2,/>~i)-V3,/^-0-<2,/)^2). 
Se in questa svolgiamo a(i, 0) secondo Tultima colonna^ si ha : 

r . S^ = ^' = a^<i(i,p-i)-b^^x(i,p^2) — cL(i,p-))- 

^ ^^ - *o«(2, /> - - «(3, /> - - «(2> P — 2). 



(•) Gauss, Thcoriu residuoram biqnadralicoruiiij II, art. 42. 
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Le due formule (17), (19) hanno i second! membri eguali; si ha 
dimque : 

G)me appunto volevamo provare. 

Analoga dimostrazione pu6 ripetersi per Taltro coefficiente. 

Ora applicando nuovamente la stessa sostituzione S si potrebbe 
passare al sistema corrispondente alia classe successiva in cui cio^ gli 
indici sono ^ 2 (mod />), e seguitando man mano si vede che i coef- 
ficienti rimangono sempre costanti qualunque sia la classe cui appar- 
tengono gli indici. 

26. Si pu6 dunque enunciate il teorema : 

In un sistema ricorrenU del ler^^o ordine definilo da due Uric di coef- 
Jicitnti che si riproducono col periodo p , fra quatlro fun^ioni apparU" 
funti ad una medesima classe^ consecutive, qualunque, passa una rela:(ione 
lineare a coefficienti costanti. 

27. Si pu6 anche dimostrare il teorema reciproco: 
Se si ha un sistema ricorrenU del j"^ ordine : 

se fra quattro funT^ioni appartenenti ad una stessa classe rispetto ad un 
ccrto modulo p, consecuiivey qualunque^ passa una relatione lineare a coef- 
ficitnti costanti 

allora i coefficienti delle relaiioni che definiscono il sistema si riproducono 
periodicamente di p in p, 

Infatti, per le ipotesi poste si ha : 



/ 



<j 



(20) 



(n^^)P =^^P +^^0/ +^V0/ 
V+3)^} = ^"^5 + ^^(-H-O^H + ^^(-+0^+J 
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Ora per la determinazione del sistema , fira le quattro funzioni 



^(«+jV> ^("+3)^1' ^(»H-5)M^»> ^(«H-j)H-3 



passer^ una relazione : 

(^') ^(•H-3)/+3 ~ ^(«+3)/ + ^0^(^-3)/^! + *o^(«+3)i'H-»- 

Si moltiplichino le prime quattro equazioni del sistema (20) rispet- 
tivamente per i, j^, i^, — i e si sommi, per la formula (21) sari: 

0=[^«^+^o^«H-i+*o^-^i~^-H-3l + ^[^(*+I)^+^o^(-+l)^^.+*o^(*^-l)^^>— ^(•+,)^4.j] 

Ora questa t una conseguenza formale delle equazioni (20) cio& 
indipendente dai valori posti per ^4 e £ , sari dunque una relazione 
identica ,t si avri : 

Le quali insieme alia (21) mostrano che nelle serie di coefficienti 
(a) e (b), i coefficienti a^, b^ si riproducono periodicamente di p in p. 

Chiamando a, e &, i coefficienti seguenti, si potrebbe nello stes^o 
modo dimostrare che di seguito agli elemcnti a^^ b^, si riproducono 
periodicamente anche a^ e ^, ; etc. 

28. £ bene notare che in tutto quanto si h detto non ^ neces- 
sario che la periodiciti incominci dnl primo elemento, e che i teoremi 
esposti si dovranno intender valid! ad incominciarc dal punto in cui 
comincia la periodiciti od in cui comincia ad esser verificata la equa- 
zione alle diflFerenze (16). 

29. Se ora ricerchiamo la forma generate delle funzioni <jg, appar- 
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tenenti al sistema ricorrente del terzo ordine a coefEcienti periodici con- 
siderato, si consideri che dalla equazione a coefEcienti costanti 

ponendo 
si ha: 

od anche 

(23) I .f X/+X,y^-yV = o, 
ponendo : 

si giunge alPequazione cubica : 

(24) I + S;j + S,:(' — ;j' = o. 

Chiamando K^^y Ka^ K.^ ^ ^^^ ^^^^^^^ ^^11^ funzione ;5; definita da que- 
sta equazione, ed indicando con co^ o), ... co^ le radici/)''*^dell'uniti, 
avremo per (s^ la forma : 

Z^ funiioni ((x) appartenenli al sistema dipcndono dunque ra^^anal^ 
tnente dalle radici di una equaT^ione cubica i cui cotfficitnH sono di grado 
p rispeito al f^rado del sistema, e contengono $p costanti arbitrarie. 



Bologna, 20 marzo 1891. 



Ettore Bortolotti. 
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L'HESSIANO DELLA SESTICA BINARIA 

E IL DISCRIMINANTE DELLA FORMA DELL'OTTAVO ORDINE ; 

Nota III^ del prof. 8. M a i 8 a n , in Messina (*). 



Adanattu del is aprilt 1891. 



Abbiamo calcohito nclla i* Nota i nove invarianti deirHessiano in 
fuQzione degrinvarianti Ay By Q D della sestica fondamentale. La ri- 
cerca delle cinque condizioni , ciii devono sodisfare grinvariand dcl- 
I'Hessiano , h dunque ridotta alia eliminazione delle A^ B^ C, D ftz 
le relazioni I, II, . . . X della i^ Nota. 

Si ha per sostituzioni successive : 

2.$.sA% - 2'. 3.5.11^7, + 5.iiA'P, + 2\s'AU^ 
4-a\3.5*.ii.i9/J^-2\n.6i;i— a*.3*.5,7*.iiV«+2'.3.5-7io3;;=o, (P) 

+ 2*.3.5.7.i9^/J^+2'.3.S'.7.ii^;j+2'.3\5'./;;,-2*.3.5».7.283/,/, 

+ 2«.3.5*,ii/J, — 2\3*.j*.7.ii/, = o , (t) 

2.3*.5.7.i3^7J,— 2'.3'-7-"^Vj + 7-"-io7^7l+2*.3-S-7-"*^V| 

(•) Ftdi quest! Rendiconti t. Ill, p. SJ-S9; t. IV, p. i-8. 



s 



l'hessiano della sestica binaria, etc. I>j 

— 2'.3. 11.55 1/47,74+ 2'.3-5'-7i3^/J/j — 2'.3-5-7'ii'i3^/,/, 
+2'.}'.5.7.ii^/J5+2'.5'.7.ii;i— 2'.3'.5.ii.i207y,V, + 2*.3',5.ii'.269/* 

- 2».3.s'.7yj; + 2'.3'.5'.7-"/,/s- 2'.3'.5'.7."7, = o, (i) 

-3.II.479^7!+2^3^II.79^7J-2^3^S.6o7^V;-3^5^II^7:/, 

+ 2*.3'.5.7.iiM7,/5 + 2'.3*.5.u.5i97^7,/^— 2'.3.5.ii.i8i/4/* 

+ 2'.3.5'.ii.7363.4yj/,-2'.3'.5\i2893^/JJ + 2^3'.5*.7.ii'^/,/, 

- 2\}\3.f.ii\ijAr^ - 2'.5'.ii.34i3/J/, + 2\3.s\7.ii'JlJ, 

+ 2*.3.5'.ii.i785oi/J,;, 
-2^3^5^7.Il7,y,+ 2"'.3.5'-7/;-2'.3'.5'.7-n'/, = o, (.) 

-2.3'.5'.7*.47,7,+2'.3'-7"->7^775+2^3*i8677^7,7-7'-ii.5oM7j 

+ 2^3.11.6323^7.7,- 2^3.5.7^"*^7J; 

+ 2^3^5.7■"'^7,7,- 2'.3*.n.i7'^7: 
-2'.5.7'.i7.3i.i7,'7, + 2*.3*.5.7.ii.47J/,+2\3.5'.345073^7J,7, 

-2^3.5^7^I''^7,'-2^3^5•7'•"'^7,/,-2^3^5.7'•t».^ 

+ 2'.3.5'.n.357477,'7, 

-.2^3^5^77:7; + 2".3'.5'.7.iiy,;,y,- 2'.3».5'.ii.i85(;9/J: 

+ 2'.3'.5*.7.i09Si/;74-2'».3*.5'-7'.ii7..= o. (C) 

I risultati della eliminazione di ^ si possono facilmente esibire sotto 
forma di 5 deterniinanti del 4"* ordine rispettivamente dci gfadi 24**, 
28", 32"*, 36° e 40'' nei coefficienti deirHessiano , dci quali abbiamo 
voluto sviluppare il piu semplice, che i il seguente : 

(897^-3'.s'i7A7-3'.S.7.43717,4 2'.3^5'.77J,7-2*.3'.57; 
-2'.3'.5'.7'iiy;y+io7,X2".3'.5'.i03/|-493i77/r+ 

+ 2'.3.5\ 1 1. 182837.74 
+2.3'.5.44565i7l7;-2'.3's'-7'.S877:+2'.3'.5'.7*.7.93^7:- 

-2*.3'.5 •7-326773 A 

Rfvd. Circ. Malem., t. V, parte i*— Stampaio i! 6 maggio 1891. 20 
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-3's*i50977/,7:-2*3'5'4298o9/!/J-a'.3^5'-7-i8'/:/, 
-2".3«.5'.7-M";;/-2'-3'-5'-7636oi/J/;/-2*.3\5'.4J977;/: 

-2^3^s^7•"•64s^;.7;u+2'•3^s^7^J6o3/,A/:-2^3^s^33I/J: 

-2\3*.S«.7\499/:/^^,+ 2.3\5'.7.2623i3/JU-h2^3^5'-i8547;:/;;; 
+ 2*.3'.s*.7'.2903/|/;-3'-S'-7'-64297/:;:+2'-3'-5'-7i4'042iL7;/, 

• + 2'.3^s^23437/J*/,) = 0. 

Quest! cinque determinant!, post! uguali a zero, dinno le condt- 
zioni necessarie e sufficient!, alle qual! deve sodisfare la funzione alge- 
brica intera F(x) dell'ottavo grado, affinclii I'equazione differenziale 



's'-i-(jl)"=^« 



ammetta un integrale algebrico. 

£ facile verificare i coefficient! nunierici di tuttc Ic relazioni tro- 
vate nelle tre Note^ scegliendo come sesticafondamentale la seguente: 



f=20x]xl. 




dalla quale si deducoro : 


- 


2^ 2'^ 

A = -2\s, B = j-, C=-?., 




I _*'-5 f_ 2^3*.s ,_2'.s* 

•»» — - » Jy — mi » J* — 3.7** 


A-- 75 




^»o 8 

' A- 3«.79 


JlO """ -11 • 





Messina, i marzo 1891. 

G. M A I S A N O, 



IJ5 



F » ■ 



SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES ; 

par M. C h. H e r m i t e , k Paris. 
(Extrait d'unc Lettrc adress<^e .^ M. S. P i n c h c r I c). 



AJunanx.1 t}«l 26 aprilc i8;i. 



' Soit y =z -p- \a fomiule de J;i:obi pour la transformation d'or- 



dre ;/, qui donne T^^quation 

dy dx 



[/(i _y)(i _ v/) ~ My (i—x'Xi ^ k*x') ' 

I 

Je dis qu'en posant : 

f(x) = A^x'*' + A, *-' + //,*'-' + ... + A^ 

a 

^(x) = B,x-' + B,x-' + ... -\- B^x, 

t 

on peut disposer des « + i coefficients A^, A^y A^^ . . . B^, , B, , B^ , . . . 

de maniire que le polynome entier en x 

adniette le Eicteur U—Vy. Rempla^ons en efFet, dans Texpression 
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le radical par la valeur rationnelle en x^ qu'on tire de T^qu^tion dif- 

ftrentidle, ct qui est afFectie du facteur J/(i — /)(' — ^*/) > 1^ 
n + I coeflBcients qui entrcnt sous forme homogine, se d6terminent 
en fonction rationnelle de jc, en ^rivant que les n racines de T^qua- 
tion t7— Fy := satisfont ii Tigaliti 

Vous voyez en mfime temps que les quantitfa B^^ B^ ^ ... d'une 

part, et Ay(r^f)(^^^'f), ^^(7=^3^00 ^^V^J, • • • sont 
rationnelles en x et ^. 

Ceci pose, j 'observe que hi relation 

• ?•(*) - f (*)(! - **)(! - ****) = O, 

ne contenant que des puissances paires de x admettra, avec le facteur 
17 — f^ , un autre qui en rfaulte en changeant x en — jc , c'est-i- 
dire : U + f^y* Mais elle est du degri n + i par rapport h x*, et a 
par consequent cette forme : 

^(C;«_py)[x'^0'(y)] = o, 

oji il est ais6 de voir que 6(^) est une fonction rndonnelle de y\ on 
Tobtient imm^diatenient au moyen du theor&me d'Abel. 

Soit, en eflfet, ^ := sn (-rj , ^ ) ; oous aurons, comme on sait : 
i;*— V^f = ^[x* — sn'tt] Tx* — sn* (u + ^^\\ . . . 



■ •[—•(«+ *^^^")] ■ 



a> ayant la signification donn£e au § 20 des Fundamenta, La sommc 
des divers arguments 

4C0 4(w — i)w 
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est par suite «w, en negligeant les piriodes; d'oi cette conclusion bien 
facile, que, pour 



^ = sn(-^,x). 



on a 

^(y) = sn(«w). 

Revenons a la variable or, et soit ^ = -T?=X(af); la fonction ra- 

tionnelle ^(y) est done telle que 6[X(jr)] reprisente la formulc de sub- 
stitution qui donne la multiplication de rargument par w; 6 (x) est par 
consequent Texpression correspondante i co que Jacob i a nomm6 la 
substitution suppltoientaire y = 0(jc). 
Enfin je remarque qu'en faisant 






on a la relation suivante : 

oil 9 (a:, y) et ^(x^ y) sont des quantiies ralionuellcs et entieresen x 
et y. C'est ce polynome , 

Fix, J) = ?*(x, y)(i _ y')(i -X'/) - ^'(^, y^i - x')(l - *'*'), 

dont il serait bien important d'obtenir un modede formation purcment 
algibrique; j'ai seulement fliit la remarque qu'en posant les equations 

f (<, x) = o, F(<, y) = o, 

I'^imination <ie ;( coi^duit a une expression de j^ en x qui est la for- 
mule pour la multiplication. 

* Paris, 20 avril 1S91. 

Cu. U£ltMJT£. 
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CONGRfiS INTERNATIONAL DE BIBLIOGRAPHIE 

DBS SCIENCES MATHfiMATIQUES, 



TENU A PARIS DU 16 AU 19 JUILLET 1889. 



PROCftS-VERBAL SOMMAIRE. 

La nature des questions traiices dans Ic Congr^s internitional de bibliogra- 
phie des sciences mathdmatiques a donn^ aux s;}ances un caract6re tr6s special 
qui ne permet pas d'en donner un proc^s-verbal r^gulier. Nous nous bornerons 
done k indiquer d^une mani^re gi^n<^ralc Tordre des stances et k publier in extenso 
les resolutions qui out ^t^ adoptees. 

Le travail du Congr^s devait avoir pour base les Etudes d^j^ faites par la 
Society. math^matique de France dans le but de publier un repertoire bibliogra- 
phique des sciences math6matiques. Le projet qui avait 6te propose par cette So- 
ciety fut done imprim^ et renvoye aux personnes qui, dans les divers pays, ^taient 
r^put^es s'occuper de math^matiques; le Comit^ d'organisation s'cffor^a d^obtenir 
une liste aussi complete que possible de ces personnes. 

Les stances du Congr^s eurent lieu les i6, 17, 18 et 19 juillet dans la soi- 
r^, au sihge de la Socidl«i math;^matique d^ France. 

Dans la S(^ance du 16 juillet, on procMa k la nomination du bureau du Con- 
grfes, qui fut ainsi compost : M. Poincar^, president; MM. Henry (Charles), 
W e y r (fimile), vice-presidents; M. Humbert, secretaire. 

Les seances des 16, 17 et 18 juillet, auxquelles assist^rent des membres etran- 
gers et des membres fran^ais, furent consacr^cs \ la discussion du projet de clas- 
sification propose par le Comite d'organisation. Cc projet fut adopte dans son 
ensemble, mais avec de tres nombreuses modifications de details. 

Des resolutions generates fureni adoptees A Tunanimite dans la seance du 
19 juillet, qui fut la seance de cl6ture. 

Nous reproduisons ci-apres le texte dj ces resolutions. 
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RHSOLUTIONS VOTHES PAR LE CONGRfeS. 

Le congr^s international dc bibliographic des sciences mathiimatiques, r^uni 
i Paris le 19 juillet 1889, prend les resolutions suivantes : 

I® II y a lieu de publier un r«^perioire bibliographiquc des sciences matWma- 
tiques , destine d ^pargncr aux travailleurs de longues et p6niblesrecherches.Ce 
r<^pertoire devra contenir les litres des niemoires reiatifs aUx math^matiques pa- 
res et appliqu^es pub!i»^s dcpuis 1800 jusqu'i 1889 inclusivement , ainsi que des 
travaux reiatifs ii Thistoire des math^niatiques depuis 1600 jusqu'A 1889 inclusi- 
vement. Ces tiires seront classes non par nonis d*auteurs , mais d'apr^s Tordre 
logique des mati^res. 

2° II sera publi6 successivement des suppltJments i ce repertoire; le premier 
sera consacre aux travaux publics dc 1889 exclusivement A 1899 inclusivement , 
et les supplements suivants, aux p^riodes d^cennales qui suivront. Dans chaque 
supplement, les omissions decouvertes dans le repertoire ou dans les supplements 
precedents seront reparees. 

3° Sont exclus du repertoire les ouvrages classiques ne contenant pas de re- 
sultats originaux et destines aux eieves des divers etablissements d'instruction ou 
aux candidats aux divers examens. Seront pareillement exclus les memoires publids 
dans des recuciis specialement destines i ces candidats. Cependant, comme divers 
recueils presentent un caract^re niixte et contiennent A c6te de nombreux exer- 
cices qui nc peuvent dtre utiles qu*aux etudiants quelques travaux originaux, ces 
derniers travaux seront mentionn^s dans le repertoire apr^s que le triage en aura 
ete fait par Tadministration de ces recueils et que la Commission permanente in- 
stituee par la dixieme resolution aura cmis un avis favorable. 

4° Les travaux reiatifs aux mathematiques appliquees ne devront ^tre mcn- 
tionnes au repertoire que s'ils interessent les progr^s des mathematiques' pures. 
Les travaux reiatifs X I'astronomie , dc]k mentionnes dans la Biblipgraphie dc 
MM. Houzeau et Lancaster, sont exclus du repertoire. 

5** Le Congres adoptc pour le lepertoire la classification proposde par son 
Comite d*organisation avec les modifications votees dans les seances des 17 et 
18 juillet 1889. Les divers titres mentionnes seront repartis en un certain nombre 
de classes subdivisees en sous-classes, divisions, sections ct sous-sections. Les clas- 
ses seront designees par une lettre capitale : elles pourront etre subdivisees en 
sous-classes designees par une lettre capitale aflfectee d'un exposant. Les classes 
ou sous-classes se subdiviseront en divisions designees par un chiffrc arabe et 
celle-ci en sections designees par une minuscule latine, lesquelles pourront elles- 
mfimes etre partagees en sous-sections representees par une minuscule grecque. 
Ainsi, la sous-section a de la section b faisant partie de la division 3 de la sous* 
classc L* serait notee ainsi dans un encadrement rectangulaire : 
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6° Les titres des travaux (Merits en d*autres langues que Tallemand, TangUis, 
ritalten, Tespagnol, le latin seront suivis de Icur traduction fran^iise. 

7° Attendu qu'il pourrait arriver que pour une raison quelconque un savant 
crdt devoir adopter un mode dif!i6rent de classification, le Congr^ £met Ic veea 
que ce savant einploie une notation qui ne puisse 6tre confondue avec celle d^- 
crite dan's la cinqui^me resolution ct 6vite en tout cas Temploi dc I'eocadrement 
rectangulaire figur^ ci-dessus. 

8** Aitendu que le travail du repertoire demandera encore pltisieurs annto 
et qu*il importe de fournir aux chcrcheurs de nouveaux instruments dans leplus 
bref d^lai possible , le Congr&s emet le voeu que les divers recueils piriodiqucs 
consacr^s aux math^matiques publicnt une table g^n^^rale des mati^res contenues 
dans leurs volumes , en se conformant a la classification adopts plus haat. Le 
Congr^s sera tr^s reconnaissant aux administrateurs de ces recueils de vouloir 
bien dans la plus grande mesure possible prater pour ce classement leurs concours 
4 la Commission permanente. 

9^ Afin de faciliter T^tablissement des supplements consacr^s aax travaux 
post^rieurs d 1*889, le Congr^s ^met le voeu que chaque auteur fasse suivre le titre 
de son memoire de la notation dcfinie dans la cinquidme resolution; que si Tau- 
teur a neglige dc le faire, les administrateurs des divers recueils periodiques, ou« 
4 leur defaut, les redacteurs des recueils analytiqucs qui rendront compte de ces 
travaux, veuillent bien se charger de ce soin. 

10° II est institue une Commission permanente qui veillera k Texecation det 
resolutions pr^cedentes. Elle est compos^e de : membres fran^is : MM. P o i q*> 
care, Desire Andre, H umbe r t , d*Oc agne, Charles Henry; 
membres etrangers : MM. Catalan, Bierens de Haan, Glaisher, Go- 
met Teixeira, Hoist, Valentin, £mile Weyr, Guccia, Ene- 
»trdm. Gram, Liguin;:, Stephanos. Le siege de la Commission per^ 
nunente est i Paris, 011 devront residcr le president et le secretaire. Si des va« 
cances se produisent dans son sein, la Commission se compietera par cooptation; 
elle est egakmenc autorisee 4 s'adjoindre de nouveaux membres en nombre quel- 
conque. Elle statuera au sujet des additions k la classification adoptee que les pro» 
gres de la science pourraient rendre neccssaires , et au sujet des difficultes que 
souieverait Tinterpretation des resolutions precedentcs. Dans le cas oil pour une 
raison quelconque une entente nouvelle entre les mathematiciens di^s divers pays 
lui semblerait necessaire, la Commission organiserait un nouveau Congres inter- 
national, soit i Paris, soit dans toute autre ville d'Europe. 

11° Le Congres emet le voeu que tant en France qu*d Tetrangcr les divers 
journaux mathematiques donnent la plus grande publicite possible aux presentes 
resolutions et aux decisions futures de la Commission permanente. 
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SUR L'INTfiGRATION ALGfiBRIQUE DES EQUATIONS 

DIFFfeRENTlELLES DU PREMIER ORDRE ET DU PREMIER DEGRfi; 



par M. H. Poinoar^, k Paris. 



AJufunxa del 26 aprile 1891. 



Introduction. 

Pour reconnaitre si une Equation diflFirentielle du i*' ordre et du 
I" degri est int^grable alg6briqueiiient, il sufEt 6videmment de trouver 
une limite sup^rieure du degre de Tintigrale; il ne reste plus ensuite 
qu'i eflfectuer des calculs purement algebriques. 

C'est la un probleme qui , semble-t-il , aurait dH tenter les gto- 
metres , et cependant il s'en sont fort peu occupfa. Depuis Toeuvre 
magistrate de M. Darboux, publi^e dans le Bulletin des Sciences Ma- 
thimaiiques, la question a 6te nigligie pendant vingt ans et il afallu^ 
pour attirer de nouveau sur elle Tattention qu'elle m^ritait, que TA- 
cadimie des Sciences la proposdt comme sujet du concours pour le 
Grand Prix des Sciences Math^matiques. Deux ra6moires furent ricom- 
pcns&, M. Pa in lev 6 obtint le prix etM. Autonne une mention 
honorable : Tun de ces deux m^moires a £t£ public dans les Anndes de 
I'Ecoh Normalc Supirieure et Tautre dans le Journal de I'^ole Poly- 
technique . 

Les in6galites et les ^galit^s ajout^es par ces deux savants ii celles 
que M. Darboux nous avait fait connaitre faisaient feire ^ la que- 
Rend. Circ. MaUm.^ t. V, parte x/^ Stampato il 6 maggio 1891. 21 
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soon on prc^res tres impor^Dt, niiis dies oe pouvaieiit suffire i I'^ui- 
sa complfen:ait. Sapposoos, en eSct, <jue I'mtegrak gmtalc s'teive : 

f =coast., 

F tant one firaoion ndcnnelle; on obdendn one latre foime de I'ln- 
t^grak geoerale en egalant a une constante on poljrnoaie entier quei- 
ccxk|iie par rapport a F. li ea nesake qa'os ne pent uosTcr uoe li- 
mite supcrieure du degre de I'integrale generale a]g^>riqiie , i moins 
qa'oQ mc tronve ua moyen quekonque d'nrprimgr^ dans ics in^ditis, 
qoe cetre integnde est irredoctible. 

C'est ce mojen que |e foc sw propose de voovcr. 

M. Painlev^ a partutement aper^u cette difficnh^ mais il n*a 
pa en triompher; aussi n'a-t-il pu resaoJre le proUtoie dans toute sa 
g^n£raliti^ mais seulement demootrer, dans tin certain ncMnbre de cas^ 
que rint^rale ne petit etre algti^nqtie. 

Je n'apporte pas non plus tme solution gin^rak , et je me suis 
encore bomi i im cas particulier; mats j'ai lieu d'e^ber que ce fm- 
hitsne tentera les chercheurs et qu'ils parvicndront did pen i gto^ 
nfiser le proc&k qtii m'a r£ussi. 

M. Painlev^ a pos£ le probl^e suivant: rcconnaitre d une 
iquatioa diff^rentielle d<nui^ admct une int^rale a^ibriqtie de genre 
donne; et il a obtenu divers resultats qui peuvent, dans certains cas, 
en fadliter b solution. Je donne plus loin tme formtile qui contient 
la solutioa complete du probl^me de M. Painlevi toutes les fob que 
b dimension de I'iqtiation diff&rentielle est supirietire it 4. 

J'ai d£montr£ qudques propri^es des equadcms intigrables alg^ 
briqtiement. De pareils r^suluts n'ont pas pour le moment gnmde va- 
leur; mais ils pourraient en acquerir le jour o& Ton pouna reconnai- 
tre si ces propri^^ s'ctendent aux ^uadons non int^raUes , ou si 
dies ne sont pas toiqours vraies pour ces &)uations; dans le pctmier 
cas, en efiet, on aurait im th^r^me g^^I applicable it toutes les Equa- 
tions diffib-entielles, et dans le second cas on possMerait tmcritMum 
pennettant dc dcmontrer que les cqi:aiions de certaines cat^ories ne 
sont pas int<^ablcs. 

En ce qui conceme la limitation du degr^, qui Etait mon but prin- 
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cipal, je me suis born^ au cas ou Texposant de tous leb cols est ^i\ 



i — I. 



RfesULTATS DE M. DaRBOUX. 



Adoptons les notations de M. Darboux et 6criYons l'6quatton 
diSifrrentrdle sous la forme homog^ne, c'est-^-dire sous la fonm sulfate : 



(0 



dx dy di 

^ y t 

L M N 



= 0, 



L, Mf N ^tant des polyndmes enti^rs, homogtoe6 et de degrS 1H en 
jc, y et ;;;. Le nombre m est ce qu'on appelle la dimension de liqua- 
tion diffi&rentielle. 

Si cette Equation est intcgrable algibriquement , Tintigrale gte6- 
rdle s'ictira: 



(2) 



f+ C(p = o, 



/ et 9 itant deux polynomcs homogines d'ordre p en jc, ^ et ;;;, et 
C une constante arbitraire. On deduit de Tcquation (2) Tiquation dif- 
ftrentielle suivante : • 



(3) 



oil 



dx dy di 



M. N. 



J df ddf df d(f ^ df d(f df d(f 

* d:(^ dy dy dT^^ * dx d:^^ d^ dx ' 

j^ _dld^_dfd^^ 
* dy dx dx dy ' 

Si done on appelle 1 le premier membre de (i) fet A| ciiliii Ai 
(3), on aura identiquement : 



A. = F. A, 
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F ilant un polyn6me homogine en x, y, :(. Soit b Ic degri de ce po- 
lyndme, on aura : 

'2p — 2 := m + A. 

G)mmcnt formerons-nous ce facteur F? M. Darboux nous Tap- 
prend ^galement. 

n peut arriver que pour certaines valeurs de C, que nous appel- 
lerons valeurs remarquables, b courbe 

/ + C<p := 

soit decomposable. II pourra arriver que pour certains valeurs remar- 
quables de C qqe nous appellerons critiques, on ait : 

/+ C9 = ttf' «J* ... tt?*, 

les u^ 6tant des pol]mdmes cntiers homogines, ct les exposants a. n'i- 
tant pas tons ^aux ^ i. 
On aura alors 

le produit dfaign6 par la lettre II 6tant ctendu i loutes les valeurs cri- 
tiques de C et i tous les facteurs n^ (ceux dont I'exposant est plus 
grand que i interviendront seuls, car, pour les autres, a. — i s*annule 
et le £icteur correspondant se rMuit d I'unit^). 
On a done, si n^ est le degrc de //, : 

d'o&: 

(«) m + 2 = 2p — Z(«i— 0".. 

la sommation representee par la lettre 2 ^tant ctendue h toutcs les va- 
leurs critiques de C et ^ tous les facteurs u^. 
On aura d 'autre part : 

(P) /> = $*.«„ 
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la sommatioQ reprfaentie par la lettre S 6tant itendue i une seule va- 
leur remarquable ou critique de C ct ^ tous les facteurs u^ correspon- 
dant k cette valeur. 



Des poinjs singuliers. 

Les points singuliers de Tiquation (i) sont donnis par les Equations : 

L M N 



(4) 



M. Darboux a montr6 que ces points singuliers sont au nom- 
bre de 

tn -{- tn -{- I, 

Nous supposerons dans tout ce qui va suivre que ces w* + ^ + i 
points singuliers sont tous distincts. 

Formons T^quation suivante, en 5, 

/ dL dN\/ dM dN\ 

oil Ton donnc h x ^ y ^ :j les valeurs qui correspon Jeht h un point 
singulier. .: 

On d^montre que si 5^ et S^ sont les racines de cette Equation 
en 5, rintcgrale gcn6rale pent dans le voisinage du point singulier toe 
mise sous la forme 

(6) Xf«X7^« = const*, 

X, et X^ 6tant des series ordonn6es suivant les puissances croissantes 
de 5- et de -^^ ^^ , en appelant x^i y^f Ko ^^ P^^^^ ^"^" 

gulier consider^. 

n pourrait y avoir exception dans divers cas : 

I. Si Tcquation (5) sc reduit h une identitc. Cela n'arriverapas 
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sit oomme nous Tavons suppose , les m* + m + i points singuUem 
soDC distincts. 

2. Si r^uadon (5) a une radne nuUe. Cela n'airriveni pas doll 
plus si les m* + m + I points singuliers sont distincts. 

3. Si Ton a 5, = 5,. II arrivera alors, en gteiral, que Tintigrale 
gteirale pouira se mettre sous la foraie suivante : 

X 

y- + AlogX^=z const., 

X, et X^ £tant des sines ordonnies selon les puissances croissantes 

de ^ et de — '^~ ct A une constante numirique. Le point 

stngnlier est alors un point logarithmique. Dans certains cas la con- 
stante A est nuUe; le point singulier est alors ce que M. Autonne 
appdk tin point dicritique. 

S 

4. Si le rapport -^ est reel n^atif. Le point singulier s'appelle 

alors un col. II arrive, en gteiral, que I'int^rale g^irale ne pent pas 

se mettre sous la forme (6); le col est alors irr^ulier ; mais il pent 

arriver ^alement, dans cenains cas pardculiers, que Tint^rale ginirale 

poisse se mettre sous la forme (6); le col est alors riguUcr. 

Pour que T^tiation (i) soit int^able alg6briquement , il faut 

(mais il ne suffit pas) : 1° que pour tons les points singuliers le rap- 

S 
port ^ soit tM et conunensurable ; a"* que , si pour certains points 

se rapport est ^al i^ i, ces points soient dicritiques et non logarith- 
nuques; 3° et enfin que tons les cob soient riguliers. 

s 

Le rapport -^ s'appellera I'exposant du point singulier. 

Les points singuliers pour lesquels ce rapport est rid et positif 
9*appeUeront des noeuds (les points dicritiques sont done des ixieyds). 
Ceux pour lesquels ce rapport est r6el et n^atif s'appelleront des cols. 

Si Texposant d'un noeud est commensurable et igal ii — , {i. et 

V ^nt deux entiers premiers entre eux, [i et v seront les entiers ca- 
ractiristiques du nceud. 

De m£me , si Texposant d'un col est commensurable et ^al k 
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^ , p. et V 6tant deux entiers premiers entre eux , p. et v seront 

les entiers caract^ristiques de ce col. 

Si I'^uation (i) est iniigrable alg^briquenient tous les points sin- 
guHers sont des noeuds ou des cols. 

Des nceuds dicritiques. 

Nous venons de d6(inir plus haut les points sioguliers dkcitiques 
qui sont toujours des noeuds. En un nceud dicritique la cou^be 

f + C(f = o 

pr^sente en general un point multiple d'ordre X doot le$ tang^^uieiaMt 
distinctes. Mais il peut arriver que pour les valeurs renuurquahlcs de € 
deux ou plusieurs de ces tangentes se confondeut. 

Soit C, une valeur remarquable de C, de telle $orte que : 

/+ C,9 = ttf«wJ* ... ttf*. 

Supposons que pour la courbe u^ = o le nceud dicritique consi* 
dhvh soit un point multiple d'ordre \; la courbe u^iso itaiit |f)d&- 
composable, les \ tangentes seront distinctes. D'autre part, les ^u^^cs 
H. :^ o et Uf = ^tant distinctes, les \ tangentes ^ ti^ = o seront di- 
stinctes des Tij tangentes i Uj = o. 

On aura d'ailleurs 

X = a,X, + a^\ + . . . + ^k\ > 
ou , en conservant ;\ la lettre S la m£mc signification que plus haut : 

(y) \ — S^i\. 

Le noeud dicritique consider^ est pour \ un point d'ofdre : 

2X — I 
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et pour F un point d*ordre 

n doit £tre pour A =r -^ un point d*onlre i» ce qui nous doone 
la rdation: 
(X) 2 = 2A-X(«.-i)V 

Examinons en particulier 1? cas ou Ics noeuds sont dicrittqaes. 
Deux courbes 

/+ Q? = o, /+C,9 = o 

comespondant ik deux valeurs Q et C, de C ne peuvent avoir d'ao- 
tre point commun que les noeuds; de plus, si Ton considirc un nceod 
dicritique, les \ ungentes i b premie courbe diffireront des 1 tan- 
gentes k b seconde courbe, de sorte que ce noeud comptera pour X' 
points d'intersection. II vient done ; 

(6) />* = SV, 

le signe S signifiant que la soniiuation doit 6tre ctendue h, tons ks 
noeuds que nous supposons tous dicritiques. 

Un point multiple d'ordre >. dont Ics tangentes sont distinctes a 
pour effet d'abaisser le genre de 

2 

On a done pour Ic genre dc la courbe / + C9 = o : 

(7) q = (/>-!)(/>- 2) _ 5 a(X - I) ^ 

D'autre part , cnvisagcons Tintersection dc b coiui>c ind&om- 
posable 
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avec la courbe u. = qui est un &cteur de/+ C,9, C, 6tant une 
valeur remarquablc de C. La premiere est d*ordre p^ la seconde d*or- 
dre «i, et le nombre des intersections doit fitre pn^. 

D'autre part, le nombre des intersections situ^ en un noeud di- 
critique est Xk^y ce qui donne: 

(8) pni = S'k\. 

Comparons maintenant les relations (a), (P), (y), (i), (6), (7), (8). 

Multiplions la relation (8) par (a. — i) et faisons la somme dc 
toutes les relations analogues pour toutes les valeurs remarquables de 
C et pour tous les facteurs u^ dont Pexposant est plus grand que i; 
il viendra : 

/>Z(«i-0«*=s^Z(«i-0\ 

ou bien : 

p(2p — tn — 2)==SX(2X — 2); 

d'oti une premiere remarque : si m n*est pas pair , p doit fitre pair. 
L'6quation nous donne d^ailleurs : 

2/)* — (m+ 2)p = 2SV— 2S^, 

d'06 

(m + 2)p = 2S'k. 

Mais nous avons ^rit : 

9 = f -f + I-— +T=(-T — T>+ '' 

OU enfin : 

(9) q = *!L^p + I. 

4 

Cela prouve : 

I** que p ou tn doivent fitre divisibles par 4 , ou qu*ik doivent 
£tre tous deux pairs; 

2° que si m = 4, le genre est 6gal k i; 
Rgnd. Circ. MaUm.f t. V, parte i«— Sumpato il 6 maggio 1891. 22 
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3** que si w < 4, le genre est £gal i o; d'oi : 

4 — ''' 

d'oA ^ = 2 pour Iff = 2, ^ = 4 pour iw = 3; 

4^ que si m > 4, le genre est plus grand que i. 

Des nceuds monocritiques. 

Abandonnons maintenant le cas particulier o& tous les noeuds sont 
dicritiques. Un noeud monocritique (c'est-^-dire dont Texposant n'est 
pas ^al i 1) est pour chacune des branches de courbe qui y passent 
un point multiple d'ordre ft, [l ttsLUZ le plus petit des deux entiers ca- 
ractMstiques [l et v. 

n y a exception pour deux branches de courbe remarquables , i 
savoir pour les branches de courbe : 

X, =0, X, = o; 

pour ces deux branches le noeud est un point simple. 
Consid£rons la courbe ind&:omposable : - 

/ + C9 = o • 

et supposons qu'elle <idmette X branches de courbe passant par le noeud 
consid^r^. Cherchons quel est Tabaissement correspondant du genre et 
le nombre des points d'interseciion de deux courbes / + C9 = o , 
/ + C, 9 =: o qui se trouvent au noeud consid^rt. 

Pour cela^ il nous faut d'abord connaitre le nombre des points d 'in- 
tersection de deux branches de courbe. 

Les Equations de ces deux branches de courbe pourronts'6crire: 

y et y' ^tant deux constantes ; or, en combinant ces deux Equations 
lin^airemeni entre elles, on trouve: 

X<i = o, Xl=zo, 

ce qui montre que le nombre cherchi est 6gal i (xv. 
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Considirons alors les deux courbes/-|- C9 = o, / -}- C, 9=:o; 
chacune des X branches de la premiere coupe chacune des X branches 
de la seconde en (xv points confondus. Le noeud compte done en tout 
pour V(xv intersections. 

II en r&ulte que la forniule (6) doit titre remplacie par la suivante: 

(6^»0 /)' = SV(xv. 

Passons i Tabaissement du genre. 

En appliquant une rigle connue, on trouve que cet abaissement 
est egal k 

de sorte que la formula (7) devient : 

(7'") q = -- ^Y' --^z S— (i-t^ — v). 

Consid^rons maintenant les valcurs remarquables de C; soit C, 
une de ces valeurs, et soit : 

/ + C, 9 = u"!' u^^ ... ufh . 

Nous dirons qu'un facteur u. est singulier par rapport au noeud 
monocritique consid6r6, s'il s'annule identiquement pour X^ = oti 
pour X^ = 0. 

Si le facteur u- est singulier et s'annule identiquement pour X^:^o, 
son exposant a. doit ctre divisible par (jl. S'il s'annule identiquement 
pour X^ = 0, Texposant a. devra fitre divisible par v. 

Mais il peut arriver que le facteur u. soit doublement singulier et 
qu'il s'annule identiquement tant pour X^ = que pour X, = 0. Dans 
ce cas I'exposant a. est divisible par (xv. 

Enfin , il peut se faire- qu'un mSme facteur u^ soit singulier par 
rapport i plusieurs nceuds monocritiques. 

Pour chaque noeud monocritique, il existe toujours deux facteurs 
singuliers (ou un seul facteur doublement singulier) correspondaat soit 
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k une m&ne valeur remarquable de C, soit i deux valeurs remarqua- 
bles diflF6rentes de C; et il n'en existe que deux. 

On peut £iire une distinction de plus; supposons (^ < v; nous dirons 
que le fiicteur u^ est critique s'il s'annule pour X, = o et hypcrcriti- 
que s'il s'annule pour X^ =.0. 

Cherchons d'abord quel est, en un noeud monocridque, lenom- 
bre des points d 'intersection d'une courbe indecomposable 

/ + C9 = o 

et d'une courbe m^ = o. 

Soit \ le nombre des branches de la courbe u.=zo qui passent 
par le noeud consid6r£. Pour chacune de ces branches le noeud sera 
un point multiple d'ordre (& (je suppose toujours (^ <v) sauf pour une 
d'entre elles (pour laquelle le noeud sera un point simple) si le facteur 
u^ est singuUer et pour deux d'entre elles s'il est doublement singulier. 

Pour deux branches de couibes quelconques, le nombre des points 
d'intersection confondus avec le noeud est 6gal i [x v; il y a exception 
si Tune des branches de courbe est X, = o , ou X, = o. Si c'est 
X^szo, le nombre des intersections est ^al ii v , et pour X^=zo il 
est ^;al k [&. 

Done, pour nos deux courbes le nombre total des intersections 
confondues avec le noeud sera : 

X\|AV si le facteur Mg n'est pas singulier; 

XX^|AV — XQl — i)v s'il est critique, 

X\|Av — X(v — i)(A s'il est hypercritique, 

XX|(AV + ^[(|A — i)^ + (y — i)(^] s'il est doublement singulier, 

Que devient la formule (y)? 

Le noeud est pour la courbe u^^=a,o un point multiple d'ordre : 

\(jL si le £icteur u^ n'est pas singulier, 

(X, — 1)1* + I s'il est singulier, 

(X^— 2)(A + 2 s'il est doublement singulier. 

D'autre part, soit C^ une valeur remarquable de C. Le noeud sera 
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pour la courbe /+ C,9 = o, un point multiple d'ordre Xft si aucun 
des facteurs de / + C, 9 n'est hypercritique (ou doublement singuUer), 
mais si Tun des facteurs est hypercritique et que son exposant soit 

mm 

6gal i a,, ce sera un point multiple d'ordre ^pt H '^(v — pi). D'oii 

les Equations suivantes qui sont les diffi&rentes formes de I'^quadoD (y): 

XnrSa^X. s'il n'y a aucun &cteur singulier, 

X = 8ajX^-|- a, f ij s'il y a un facteur critique d'exposant a, , 

\ = Sa^X. + a, f I J s'il y a un facteur hypercritique d'exposant «,, 

\ = 8a.\ + *, ( ^ ) "^ *>( ^ ) ^'^^ y a un facteur criti- 
que d'exposant a, et un facteur hypercritique d'exposant «,, 
^ = Sa^X. + a, f I ) + *i (; ^ ) ^'^^ y a un facteur dou- 
blement singulier d'exposant a,. 

Le noeud sera pour F un point multiple d'ordre : 

en appelant a^ et a, les exposants des deux facteurs critique et hyper- 
critique qui existent toujours. 

Le noeud sera aussi pour A, un point multiple, mais de quel ordre ? 

Le determinant fonctionnel de / et de 9 par rapport a ;( et i ^ 
par exemple (que nous avons appele Li) est ^gal au produit du deter- 
minant de / et de 9 par rapport i X, et i X, , multiplii par le deter- 
minant de X, et X^ par rapport i ;( et i ^. 

U importe de remarquer que les deux series X, et X^ ne sont pas 
entiirement determinees. En effet, nous les avons difinies en ecrivant 
que dans le voisinage du noeud Tintigrale de notre Equation s'^crit: 

XiJ = const. X\. 



174 H. POINCAR]^. 

Si Y est une sirie quelconque ordonnie suivant les puissana 

XX V V 

dc 5. et de -^^ ^- et ne s'annulant pas au noeud, on pei 

reraplacer X, et X, par 

X,Y' et X, y^ 

Parmi toutes ces determinations de X, et de X^ on pent en cho; 
sir une, telle que, / et p soient des poIyn6mes homogines d'ordre ^ c 
Xfi et XI. 

Alors le determinant fbnctionnel de / et 9 par rapport i X, et A 
est un polyn6me homogine d'ordre 2I — 2 en X^ et Xj, que j'aj 
pdlerat P, multiplii par X«J-'Xj-'. 

Le determinant de X^ et Jf, par rapport i ^ et i ;j ne s'annul 
pas en general et en tons cas les trois determinants 

d(X„ X.) djX,. X.) dJ,X,.JCO 

a(y, ' ^a, *) ' d(*, y) 

ne s*annulant pas k la fois, on peut toujours supposer que le premi< 
n'est pas nul au noeud. On a alors: 

Pour P le noeud est.un point multiple d'ordre (2X — 2)(x. si c 
polyn6me ne s'annule pas pour X^ = o , mais cela n'arrive que 
a, =:v; dans le cas contraire c'est pour P un point multiple d'ordre 



(2X-2)lX + ^-—\v-f.), 



pour L, d'ordre : 



(2^ _ 2)(X + (f^ ^ I) + (v ~ I) + ^^-^(v - [x) 



et pour A, d'ordre : 



(2^ — 2)(X + [A 4- V — I + ^^ ^(V — (X). 
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Mais nous savons que ce doit fitre un point simple pour A , il 
vient done : 

(2^ — 2)(x + (X + V - I + -*-^(v — fx) 

= Z(«i— O^f^ — K- 0((^- 0~(aa— 0(f^— 0+ i; 

ou, en divisant par [x. : 

(S) (2X _ 2) + a.(i - -i-) + «,(i - ^) =X(«.- OV 

Que devient maintenant la formule (8)? 

Quel est le nombre total des points d 'intersection de la CQurlie 
indecomposable / + C<p = o avec u. = o. 

J'appelle e^ un nombre relatif k u^ ct k un des noeuds. Ce nom- 
bre sera nul si u. n'est pas singulier par rapport k ce noeud ; il sera 
6gal i (pi — i)v s'il est critique, k (v — i)(a s*il est hypercritique , 
i ((X — i)v + (v — i)iL s'il est doublement singulier. II vient: 

ptii = S(X\(JLV — ^e.). 

Multiplions cette relation par a. — i et faisons la somme de toa- 
tes les relations analogues pour toutes les valeurs remarquables de C 
et pour tons les facteurs u. dont I'exposant est plus grand que i; il 
vient : 

Mais d'apr^s la signification de e^ et en appelant encore a, et a, 
les exposants des facteurs critiques et bypercritiques, on a : 

Z(«<— i>i = («■ — 0(1^ — i> + («.— 00 — Of*- 
D'autre part : ■ 

(tvXCa*— t)\ = (2X — 2)|xv + a.v((t— l) + «.{*(* — «)• 
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n vient alors : 

p(2p — tn — 2)=i:SX(X.v(2^ — 2) + SX((A — i)v + SX(v — l)(i, 

ou : 
X)r: 

qz=z^ ^^—^ S — ^ S — (c— a — v)=i — .^ + 

^ 2 2 2^*^-' 2 

+ S— ((4 + V— i). 

Si, par exemple, m = 4, il vient : 



,=, + s4-(i'-i^-.). 



On voit ainsi que pour m=4, ou a /(ir/iian pour m > 4, le genre 
est toujours plus grand que i. 

Quelle est la condition pour qu'on puisse reconnaitre si Tiqua- 
tion di6Firentielle comporte une solution g6n6rale algibrique de genre 
dooni ? C'est que tous les coefficients du second membre de (r i) soient 
de m£me signe; c'est-i-dire que : 



(" + ')(■- ^ttt) > "' 



ce qui a toujours lieu pour m > 4. 

Des cols. 

Nous disdnguerons trois genres de cols: 

i^ Ceux du premier genre seront les points doubles d'une courbe 

ind^omposable 

/+ C<p=o, 
ou d'une courbe 

tt,=:o, 
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ii. itant un des facieurs indicomposables de 



ak 



f + C(f = ttf » u^^ ... ui 

pour une valeur remarquable de C. 

Tous ceux de ces points doubles qui ne sont pas des noeu^s sont 
des cols. 

Pour un col du i" genre les deux entiers caractiristiques sont 
£gaux h I. 

2° Ceux du 2* et du j"" genre sont les points d 'intersection de 

deux courbes 

tt. = 0, tt=:o, 

u^ et /iy 6tant deux facteurs ind^composables de 

pour une mfime valeur remarquable de C. 

Tous ceux de ces points d 'intersection qui ne sont pas des nceuds 
sont des cols. Les deux entiers caractiristiques [l et v, qui sont pre- 
miers entre eux, seront entre eux dans le mfirae rapport que les deux 
exposants a- et a^. 

Si a,.=:ay et que, par cons^uent, (j{. = v= i, le col sera du 2* 
genre. 

Si a. ^ OL. et que, par consequent, p. < v, v > i, le col sera du 

3* genre. 

L'iquation diff^rentielle 6tant donn^e , on connait les entiers ca- 
ractiristiques. On peut done distinguer les cols du i*' et du 2** genre 
de ceux du 3' genre, mais non ceux du i*' de cetfx du 2^ . 

• 

PROPRlfeTfes DIVERSE S. 

Quelques-unes des formules pr&:6dentes peuvent fitre simplifiies 
si Ton adopte les notations suivantes : 

Soit ^, un nombre egal i i si /*, n'est pas singulier par rapport 
au noeud consid^6 , a (x si u^ est critique, h, v s'il est hypercritiqtte^ 
i (X.V s'il est doublement singulier. 

Rind, Circ. Matem.y t. V, parte 1* — Sunipato il 6 maggio 1891. 
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A chaque facteur u^ et h chaque noeud monocridque corresponc 
ainsi un nombre C^ 

Soit alors b^ le plus petit commun multiple de tous les nombre 
Cj correspondant k un m£me facteur u- et h tous les noeuds raonocri 
tiques. Ce nombre h^ est done 6gal ^ i si u- n'est singulier par rap 
port k ancuo noeud. 

n est clair que a, est divisible par /?. ; nous poserons done : 

d^oi : 

Ufi = t/fl 

Nous appellerons nl^zn^b^ le degri de v.. 

La eourbe i;.=io se eompose de b^ eourbes corifondues avec iig=c 
J'appellerai \ le nombre des branches de la eourbe 1/^ = qui pas 
sent en un noeud monocridque. Chaque branche de t^^ = o compter 
pour bi branches de v^^zOy sauf s'il y a lieu celle qui s'annulepou 

X, = et qui eomptera seulement pour —^ branches etcelle qui s'an 

nule pour X, = o et qui eomptera seulement pour — ^ branches. O 
aura done: 

^J=r/;.\ si le facteur u. n'est pas singulier, 

'k\z=zb^\ — bJi j s'il est critique, 

X^^z:zb^\ — hJi j s'il e?t hypercridque, 

^J =: /;.\ — bill j s'il est doublement singulier. 

Le nombre des points d 'intersection de 

Vi=zo et / + C<p = o 

est alors dans tous les cas 
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Celui de deux courbes 

Vi = o 1/4 = 

correspondant i deux facteurs 

sera 

L*6quation (y) s'icrira dans tous les cas : 



X = S a: V. 



I r 



Examinons maintenant la question suivante : 
Soit, pour une valeur reniarquable de C: 



» -./ 



Est-il possible que les deux courbes 

x/j = 0, V, = 

n'aient d'autres points d 'intersection que des noeuds? 

Appelons h le nombre des points d'intersection de ces deux cour- 
bes situ^s en dehors des noeuds, nous aurons 6videmment: 

n>; = SV,).;(xv + h. 

Supposons d'abord que nous n'ayons que deux facteurs et que 
Ton ait: -^ 

nous aurons les relations : 

/)' = s x*(Av, pn\ = su; p, x\n\ + <«; =p, «; x'" + «;>' 
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d'oii Ton peut d&luire : 

Si Ton avail /; = o et par consequent «', «i = SXjX^(JLv , il vien- 
drait : 

et pour des valeurs quelconques de x et de ^ : 

(I) («;x-«;yy=S{.v(x;*-x;:y)'. 



Si Ton fait ^ = w^ , x = «^, le premier metnbre s'annule^ ce qui 
exige que : 

V n' 

Le rapport -rf est done constant et fegal i —7- . 

Rien dans le raisonnement qui precede ne suppose que les facteurs 
fi, et u^ sont irr^uctibles. Si done on a : 

et si les courbes 

v, = 0, v, =i o , . . . i;^ = o 

n'ont en dehors des noeuds ancun point commun avec les courbes : 

^H-, = 0, t;,+, = o, ... t/4=o, 

on pourra regarder / + C(p corame le produit des deux facteurs : 

z/f I t^l ... tf I et t/»H-i z;«H-« . . . z/?i 

et on aura pour tons les noeuds monocritiques : 



<+. ^:+x + <+. v+. + . . . + «; ^i ^v, ''^, + <+. <4-. + ...+«;< 
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Revenons au cas oCi le nombre des facteurs est 6gal i 2 et ob, 
par consequent, 



mais ne supposons plus /; = o; la formule (i) deviendra: 



a a 



Si nous faisons en particulier : 



il vient : 

(2) /;/,' = a'; <S(.v(x>;-x;«:y. 

Supposons de nouveau que nous ayons deux facteurs et que nous 
icrivions : 

/ + C(p = t^« z/Ji , - 

et supposons de plus /; = o. 

Je dis que la conrbe / + C9 = o w^ sera Uidicomposahlc pour au- 
cunt valeur de C. 

Soit, en effet , S le plus grand commun diviseur de n[ et de n^ 
et posons : 

Ics deux, polynomes w, et w, seront de m£me degri, i savoir de de- 

Soit k une constante arbitraire. Etudions la courbe : 

w, — A«/, = 0. 
Elle sera de degr6 

Voyons comment elle se comportera dans le voisinage d'un noeud 
monocritique. 
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On pourra toire, si x^, y^^ i^ sont les coordorinte de ce nocud : 

u,, = w, n. (Xij, XJQ. «;. = »; n. (X^„ Xf), 

fT, et fTj 6tant deux sines ordonnies sui vant les puissances dc -, 

-2! A et ne s'annulant pas au noeud considtrf. 11, et IL sont deux 

pol]rn6mes homogines en X»J et Xj; n, est de degrA p,Xj et n, de 
dcgrtp.x;. 

Mais on a (puisque i& = o) : 



\ _ 3 
x; - «. 



/ > 



ce qui permet d'icrire : 

c itant un entier. 

Done les deux poljmdmes 11, et 11, sont de mfime degri P, P,e. 

Quel est alors, au noeud considiri, le nombre des points d 'inter- 
section de la courbe 

w, — kw^= »^,ii, — ifefr,n,=o 

avec une branche de courbe : 

XiJ = const. XI ? 

n sera au moins ^al h ^^^^t^Ls^ et Ic nombre dcs points d'in- 
tersection des deux courbes 

«/, — kw^ = 0, f + C(f = o 

est au moins egal k 

Si les deux polynomcs lv^ — =- kw^ y f + C<f n'avaicnt aucun fac- 
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tcur comniun, le noinbrc total dcs points d 'intersection des deux cour- 
bes devrait 6tre : 

Nous venons de voir que le nombre des points d 'intersection si- 
tu^s aux noeuds est au moins 6gal«^ 

Mais nous avons : 



ce qui montre que : 



et comme on a : 



il viendra : 



T e ' 



i 



Le nombre des points d'intersection situ^ aux noeuds sera done 
au moins 6gal i /^ P, P, S. 

Considirons un point quelconque de / + C<p = o situ6 en de- 
hors des noeuds ; on pent toujours choisir la constante k de fa(on k 
faire passer par ce point la courbe u;, — ktv^=^o. Le nombre total 
des points d'intersection devient alors sup6rieur i p p, P, S, de sorte que 
f + C(f ei w^ — ku/^ doivent avoir un facteur commun. Si /+ C9 
est suppose irr^ductible, w^ — ktv^ sera divisible par/+ C^. 

Avant d'aller plus loin, il est n^cessaire que je d^montre un lemme: 

Soieni X et Y deux polyndmes honwgenes de mime degri en x, y, ;j, ei a, 
nne constante quelconque. Si la courbe: 

X—olY = o 

est dicomposable quelle que salt la constante a, les deux polyndmes X etY 
sont des polyndmes homogenes et de mime degri par rapport h deux autrcs 



! 



I 
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polynimes ^tt n qui soni enx-mimes bomogcnes et de mime degri enx^yei^. 
De plus, la courbe 

$ — aTj =0 

n'ist pas dicomposabU quelle qtu soit la consiante a. 

En eifet, soit N le degri de X et de Y. Soient eosuite, pour hoc 
certaine valeur de a, w^ ,«,,... «^ les degrfa des £acteurs irrtdiKti- 
bles de X — olY. La continuity suffit pour montrer que le nombie 
des facteurs et les degr& n, , «, , ... n^ seront les mtoies poor ton- 
tes les valeurs de a sauf pour certaines valeurs que j'appellerai singu- 
li&res et pour lesquelles quelques uns des facteurs pourraient eux-m£ines 
se d^omposer. 

Soit done, pour une valeur non singuli^re de a : 

le £acteur Z^ 6tant irriductible et de degri n.. 

Soit maintenant a' une constante infiniment peu difTirente de a» 
il viendra: 

X — flt Y ^s Z^ Z^ • . • Zp . 

Le £icteur 2^ difTirera tris peu de Z,; on voit done que» A Ton 
£iit varier a d'une fa^on continue, les polyndmes Z^^Z^y ... Zp ya- 
rieront d'une fa^dn continue. 

Je dis maintenant que si Ton fait dicrire a la variable a des con- 
tours fermis convenables, les divers polyn6mes Z, , Z, , ... Zp s'6- 
changeront les uns avec les autres ; je dis par exemple qu'on pourra 
ichanger Z^ avec Z^. 

Soit, en effet, x, , ^, , ;;;, un point de la courbe Z, = o qui nc 
soit pas un noeud ; soit de mfime x^^ y^^ :f, un point de la courbe 

Z, = 0. Faisons ensuite varier x, y^ ^ depuis x, , jy, , t^^ jusqu'^ x^ ^ 

X , 

y** ^i> ^^^rs a = y qui est une fonction de x, y, :(^ dicrira un con- 
tour fermi, et quand ce contour sera dicrit, il est clair que Z, se sen 
ichangi avec- Z,. 

Les polyndmes Z, , Z, , . . Z^ sont done de mfime degri , d( 
sorte c^ue N est un multiple de w,. 
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II restc i 6tablir que Tensemble des courbes Z, = o, qui depen- 
dent du paramitre arbitraire a, forment un faisceau liniaire; or cela est 
Evident puisqu*elles n'ont pas d'enveloppe , mfime au sens purement 
analytique de ce mot. 

Appliquons ce qui pr^cide au cas qui nous occupe. 

Ou bien w^ — kw^ sera irrWuctible sauf pour certains vafeurs de 
k et ce polyn6me devra ctre alors identique h f+ Gp; ou bien «;, — kw^ 
ne sera pas irr^ductible et son degr6 devra 6tre un multiple de celui 
de son facteur irr^ductible / + C9; on aura done : 

^ fetant un entier; de sorte que : 



Cette igaliti n'est possible que si ^a^P, est divisible par p,, ou^ 
puisque p, et p, sont premiers entre eux, si Ca, est divisible par p,. 
Mais si ^x[ est divisible par p^, il vicnt, puisque C, ol[ et p, sont essen- 
tiellement positlfs : 

L'egaliti est done impossible et nous devons conclure que/+ C9 
ne pent fitre irrWuctible. 

Si done f + C(f est irr^ductible, sauf pour certaines valeurs par- 
ticuli6res de C, ce que nous potwons toujours snpposer, les deux courbes 

tt, = 0, tt, = 

auront d'autres points communs que les nceud^. 

Rien dans ce rnisonnemeut ne suppose que », et u^ soient irr6- 
ductibles; si done on a pour unc valeur remarquable »de C: 

/ + C(p = ttf «J* . . . uf'uf*:^' . . • fif* 

il y aura certainement, en dehors des noeuds, des points d'intersection 
Rmd. Grc. Uatmn.y t. ▼, parte i^— StanqjMto il 21 maggio 1891. 24 
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qui appaitiendront k la fois h Tune des courbes: 

f#, = 0, i*j = o , . . . u. = o 
et k I'lme des courbes : 

»H^. = O, tt^, = O , . . . 1*4 = O. 

Classification des valeurs remarquables db C 

Nous distinguerons les valeurs remarquables de C en plosieors 
espices. 

La i^ esp^e comprendra celles pour lesquelles les exposants ^ 
de tous les £icteurs irrMuctibles u^ seront ^aux k i. 

La 2* espice comprendra celles pour lesquelles les exposants s^ 
seront premiers entre eux, sans £tre tous ^gaux h, i. 

La 3* espice comprendra celles pour lesquelles les exposants ql^ 
auront un plus grand commun diviseur diflfi&rent de i, sans £tre tous 
cgaux entre eux. 

La 4* esp^e comprendra celles pour lesquelles il y a plusieuts 
facteurs u^ distincts dont les exposants a. sont tous ^aux entre eox 
sans £tre tous 6gaux ^ i, de telle sorte que/+ Cf soit une puissance 
par£ute d'un produit de plusieurs facteurs distincts. 

La 5* esp^e enfin comprendra celles pour lesquelles /+ Cf est 
une puissance parfaite d'un polyn6me irr^ductible. 

Si C est une valeur remarquable de Tune des 4 premises espi- 
ces, la courbe / + C<p = se d^composera en deux courbes distinc- 
tes , qui , d'apris le § pr£c&]ent devront se couper au moins en un 
point en dehors des nceuds et par consequent en un col. 

Le nombre des valeurs remarquables des 4 premieres esp&ces est 
done au plus igal au nombre des cols. 

Supposons que tous les cols sont du i^' ou du 2^ genre et soit 
C une valeur remarquable. Soit 

/ + C(p = ttf'ttj* . . . uf^ufli' ... w?*; 
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Tune des courbes u^ ,«,,... u^ devra couper en un col I'une des 
courbes tf-^,, w.^,, ... w^, et comme le col est du i'' oudu 2** genre, 
ces deux courbes devront correspondre i un mtoe exposant a. 
Je dis que Ton doit avoir : 

otj m a^ rz: , , , zr a^. 

En effet, Tordre des facteurs w, , u^, ... est arbitraire; si done 
tons les exposants n'^taient pas igaux, on pourrait supposer: 

a, = a, = ... = a., a^^ ^ a,, a.^, ^ «x > • • • ** ^ «i- 

Un des polyn6nies ne pourrait done pas avoir m£me exposant qu'un 
des polyndmes m^, , u-^^ , . . . u^. 

Done, si tous les cols sont du i*' ou du 2^ genre, toutes les va- 
leurs remarquables seront de la i^'% de la 4*"*, ou de la 5*"* espice. 

Les valeurs remarquables des 4 demiires esp^ees sont eelles que 
nous avons appel^es plus haut critiques. 

Application d'un theor^me d'Halphen. 

Je dis maintenant qu'il ne pent pas exister plus de deux valeurs 
remarquables des trois demiires espices. 

En eflfet, s'il y en avait trois on pourrait supposer par une sub- 
stitution lin^aire que ces trois valeurs remarquables sont o, i et oo^ 
de sorte que : 

/, 9 et - (/ + ?) 
seraient des puissances parfaites. Soient : 

ces trois puissances parfaites; on devrait avoir identiquement : 

X«« + y« + Z"? = o, 
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X, F et Z £tant des poIyn6mes homog^nes de degr£ 

± ± ± 

a * a * a 

en X, jf et i. 

Or Halphen, au d^but de son memoire couronne sur !es ^na- 
tions lin&iires, a 6tudi6 les ideniii^s de cette forme. II a montri d'a- 
bord que les nombres a^ a, et a^ devaient avoir certaines valeurs par- 
ticuliires (a,, 2, 2), (2, 3, 3), (2, 3, 4), (2, 3, 5); il a fait voir en- 
suite qu'on devait avoir: 

P, Pj et Pj 6tant des polyndmes homogincs en yj, etTj, qu'Halphen 
a complitement formes et qu'il est inutile de transcrire ici , pendant 
que >i, et >i, sont deux polyn6mes homogines de mime degr6 en x, 
jf et ^. 

Alors la courbe 

est dto)mposable quel que soit C en un certain nombre de courbes 
appartenant au r&eau : 

— ^ = const. 

Or c'est li pricisiment le cas exclu plus haut. 

Si done, comme nous Tavons supposi, / + C9 n'est pas reduc- 
tible quel, que soit C, le nombre des valeurs remarquables des trois der- 
niires espices ne peut d^passer 2, et par consequent le nombre total 
des valeurs remarquables est limits. 

J'ajoute que, s'il y a deiix valeurs des trois derniires esp^ces, de 
telle sorte, par exemple, que 
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les deux nombres a, ft a^ devront Stre premiers entre eux , car s'ils 
avaient un facteur commun le polynome 

serait r^ductible quel que soit C 

NOMBRE DES NCEUDS. 

Supposons que lous les noeuds soient dicritiques, bn aura : 

(tn + 2)p = 2SX; 

d'oi, si Ton appelle n le nombre des noeuds et x une variable qucU 
conque : 

x'p' — (m + 2)px + n = S(x\.— i)*. 

Le second membre 6tant essentiellement positif, les racines du tri- 
nome du second degri en x qui figure dans le premier membre doi- 
vent ^tre imaginaires ou igales, ce qui exige que : 



^^(m+Jt 



De plus, si 



(m_+_2y 

n — , 



les racines sont 6gales ct le second membre doit pouvoir s'annuler, cc 
qui ne peut avoir lieu que si tons les \ sont igaux entre eux. 

Supposons maintenant que tons les noeuds soient dicritiques et 
tons les cols du premier ou du second genre; toutes les valeurs criti- 
ques de C sont des deux dcrni^res espies et il ne peut y en avoir 
plus de deux. Soient a^ et a^ les exposnnts correspondants i ces deux 
valeurs critiques. On aura pour la premiere valeur critique : 

/) = 8a.r/^ = a.8«„ 8(a,— i) w. =^ I — -i-j/), 
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et de mtaxc pour la seconde valeur critique 



8(a,- i)n. = ^i -^j/, 



Alois la formule 
devicnt : 



m 

ou 

m 



+.=v-(.-i)^-(.-^>. 



+ -Ki+i)- 



On aura de m£me pour un noeud quelconque et pour la premito 
valeur critique: 

X = 8a,\ = flt.8\, 8(a,- i)X, = (i ^^)>, 

et pour la seconde : 

de sorte que la formule : 
devient : 

(I'oii 

OU, puisque p* = SV: 

„_(»« + 2)' 



^ur l'ikrtgratiok alg^brique dbs ^quatioks^ etc. ^9^ 

Limitation du de6r£. 

Dans le cas oix tous les cols sont du i*' ou du 2' genre^ il est 
possible de trouver une Ixmite supirieure du degrt^ et par consequent 
de reconnaitre si I'^quation est int^able alg^briquement. 

Nous venons de trouver, en effet, sans avoir besoxn de supposer 
que tous les noeuds soient dicritiques : 



(»+.)=;(j-+i), 



d'oii : 

a,a,(w + 2)=^(a, + a,). 

Or, a, et a, sont premiers entre eux et par consequent chacun 
d*eux est premier avec a, + a,. Done a, + a, divise w + 2. 

Nous devons en conclure que a, + a, et par consequent a, , a, 
et p sont limitis. c. q. f. d. 

Je m'arreterai Ih^ bien que les principes qui precedent puissent 
probablement, avec de l^ires modifications, donner des r^sultats dans 
des cas moins particuliers. 



Paris, 12 avril 1891. 



H. PoiKCARi. 
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SULLE VARIETA CHE RAPPRESENTANO LE COPPIE DI PUNTI 



DI DUE PIANI O SPAZI; 
Nota di Corrado Segre» in Torina 



Adttatan M lo BMggio ttyi. 



I. Nelle riccrcl)c gcometriche in cui compajono simultaneamcnte 
i pumi di k spazi 5^ , 5^ , . . . , ad esempio nello studio delle corri- 
spondenze fira questi spazi , dei connessi, ecc, pu6 esser utile di con- 
siderare gli aggregati di k punti presi risp. in 5^ , 5^ , ... come de- 
menti o punti di una nuova varieti di dimensione ©=/> + y -f- .... 
La variety che eifettua questa rappresentazione nel modo pifi semplice 
e, sotto certi aspetti , pi6 opportune , 6 quella Af^ che nello spazio 
[(J> + i)(? + i) • • • — i] ^ costituita dai punti di coordinate 

(' == X » . . . . ^ + x\ 

ove \t Xy y y . . . sono it; sistemi di parametri variabili indipendenti : 
coordinate dei punti negli spazi 5^ , 5^ , ... 

L'ordine di questa varietit (cioi il numero delle soluzioni comuni 
a G equazioni, le quali siano lineari tanto nelle x, quanto nelle y^ . . .) 

i dato da r-i — i (come subito si verifica supponendo che ciascuna 

pi ql . . . 

di quelle a equazioni si spezzi in k fattori, ognuno dei quali contenga 

solo una serie di variabili). 
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Facendo solo variare nelle (i) una serie di parametri, ovvero te- 
nendo invece fissa la serie medesima e facendo variare le altre k — i, 
si vede die sulla varieti vi sono k schiere infinite di spazi 5., 5 , ... , 
ed altrettante di varieti M(,_^ , W'a-g > • • • appartenenti risp. a spazi 
[(? + 0(^ + • • • — 0» [(P + 0(^ + i) . . . — i], . • . ed ana- 
loghe alia Af^. E si vedono anche subito le relazioni semplici e note- 
voli die hanno luogo fra quegli spazi e quelle varieti : cosi gli spazi 
(o le varieti) di una schiera son punteggiati collinearniente dalle va- 
rieti (o dagli spazi) della schiera omologa, ecc. 

2. Quando si tratta delle coppie di punti presi da due soli spa- 
zi 5^, S^y si ha per rappresentarle una varieti Ai^ d'ordine ( T )» 

appartenente ^ [pq + p + g] ; e questa 4 luogo (semplicc) di due 
schiere risp. 00'', oo'* di spazi 5^ , S^ (con cui coincidono risp. le M^,^, 
M^-p) , le quali sono incidenti Tuna aU'altra per modo che gli spazi 
di una schiera son punteggiati collinearmente da quelli delKaltra. — Vice- 
versa, nello spnzio [/>?'+/> + ?] si ottiene sempre una M^^ siffatta 
quando si considera: i° il luogo degli S^ che congiungono i punti omo- 
loghi di 5^ 4- I spazi S^ riferiti collinearmente fra loro (poichi si otten- 
gono subito le coordinate dei punti di quegli S^ come forme bilineari 
di due serie dip+ieq+i parametri), 2'' il luogo degli oo^ spazi 
S^ incidenti a y + 2 daii S^ (poiclii due qualunque di questi vengono 
punteggiati da quegli S^ per modo da risultare come sezioni della forma 
fondamentale avente per sostegno lo spazio [pq '\- q — i] che con- 
giunge i q rimanenti 5^). 

La rappresentazione delle coppie di punti di due spazi S^ , S^ sui 
punti di questa varieta si pu6 intender fatta considerando la schiera 
degli oo'* S^ e quella degli 00* 5^ come due forme di specie p t q rife- 
rite projettivamente ai due spazi dati (ad esempio mediante sezionedi 
ogni schiera con uno spazio deU'altra, ecc), e rappresentando poi una 
coppia di punti di questi col punto d'incontro dei due spazi corrispon- 
denti delle due schiere. 

Per /) = jr = I si ha la notissima rappresentazione della geome- 
tria di due forme di i*^ specie nella geometria su una quadrica ordi- 
naria. Se ^ = 2^ ? = i si ha pure una varieti nota: la varieti cubica 

Rend, Grc. MaUm.y t. V, parte i^^Stampato il 21 raaggio 1891. 25 
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a 3 dimensioni Af J appartenente ad S^ , luogo di una oo' di piani e 
di una oo' di rette mutuamente incidend. 

In generate si pii6 aifemiare che lo studio delle prime propriety 
di tutte le varietii in discorso i aifatto ovvio : basta ricorrere alia rap- 
presentazione analitica (i), od airequivalente rappresentazioae geome- 
trica (*). Noi non staremo a svilupparle. Ma accenneremo solo un po* 
minutamente le pifi semplici propriety che si hanno per ^ = ^ = a ; 
proprietji che poi s'estendono subito alle variety di dimensione 2n t 

d'ordine ( ) appartenenti a [« (« + 2)] e rappresentanti le coppie di 

punti di due S^. Tale cenno non i solo utile per le applicazioni alia 
geometria di due piani o spazi : csso fomisce mm rapprtsentaj^ume real$ 
dei punti compUssi di uno spa:^io qualnnquc , che h la naturale esteii- 
sione della rappresentazione di una variabile complessa coi punti re^i 
di una sfera^ e che sarii pure esposu alia fine di questa Nota. 

3. La vzntd £ del 6" ordine a 4 dimensioni appartenente illo 
spazio S^ e rappresentata da 

W ^im = ^iVm Qf w = I, a, J) 

ha i suoi punti X rappresentati dalle coppie di punti x^ y presi rispet- 
tivamente su due dati piani ?;, 77' (e aventi in questi per coordinate 
risp. le X e le y). Essa contiene due schierc 00* di piani : $i ha un 
piano della i* schiera tenendo fisso x^ uno della 2^ scbiera tenendo 
fisso y. Per ogni punto di ^ passano due piani risp. delle due schierc: 
essi son congiunti mediante un S^ che sari^ quelio tangmte a 2 in 
quel punto. I piani dell'una schiera son punteggiati collinearmente (a 
w' od a 77) da quelli dell'altra. Ogni S^ od iptrpiano (**) di 5^, il quale 
passi per un piano di una schiera (ne taglia altri due in due rette che 



O I^l resto k chiaro che anche qu\ si ^ nel campo di ricerche (inaiigurato 
dal Veronese) suUe varietd degl'iperspazi generate da forme projettive. 

(**) Riservando la dcnominjzione di piano ai piani ordinari od 5^ , si possoa 
chiamare iptrpiani di un S^ i suoi 5*,^, : a quel modo che gli spazi superiori a quelle 
ordinario si son chiamiti iperspaii. 
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contengono due punti omologhi nella coUineazione del piani e quindi) 
contiene pure un piano delPaltra schiera, e per6 i tangente a 2 nel 
punto d'incontro dei due pinni. Viceversa ogni iperpiano tangente a 
S in un punto contiene i due piani generator! uscenti da questo. 

Indicando con a^,,^ le coordinate di un iperpiano tangente a 2 e 
con X rimagine su tu del piano della i* schiera contenuto in quell'i- 
perpiano, dovri Tequazione : 

X^imXi^ = o, ossia Z^/m^J^ = o, 

esser soddisfatta qualunque sia y; dal che si trae subito : 

(3) A(a) = o, 

indicando con \(a) il determinante cubico delle a^^. La(3)&dunque 
I'equazione di Z come inviluppo d'iperpiani : essa mostra che 2 & di 3* 
classe (*). 

4. La rappresentazione (2) di ^, quando vi si assoggetrino 1 punti 
X, y a stare su due date rctte di tt, w', o quando a tale condizione 
si obblighi Tuno solo dei due punti lasciando I'altro completamente li- 
bero nel suo piano, si riduce alle rappresentazioni g\h ricordate (n. 2) 
delle coppie di punti presi da due rette mediante una quadrica, e delle 
coppie di punti presi risp. da una retta e da un piano mediante i punti 
di una Af j appartencnte ad S^, — Si hanno dunque per tal mode su 
^ (x^ quadriche ordinarle, ognuna delle quali rappresenta le coppie di 
punti presi da due rette di -, tt' : le generatrici rettilinec rappresentano 
le coppie in cui un punto 6 fisso e Taltro percorre la propria retta. E si 
hanno su Z due schiere 00' di variety cubiche a 3 dimensioni Af | 



(*) II fatto che per un S^ passano trc ipcrplani tangent! a 2 si pu6 vedere in 
altri modi : ad cs*' considerando la superficic F^ d'intersesione di quello spazio 00a 
£ (superficic che c st ita studiata specialmente dal sig. B o r d i g a : Atti 1st. Veneto^ 
t. IV, ser. 6*, 18S6). Su essa giace un seiiatero semplice : per due lati oppostiqui* 
lunquc di questo passano due piani di schiere oppostc di 2 i quali starunno in un Iper- 
piano tangente passante per VS^^ ccc. 
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appartenenti a spazi S^ : una variety delta i*' scbiera rappresenta le cop- 
pie xy aventi il punto x su uua data retta di tt, e contienc quindi oo' 
piani della i* schiera, mentre dagU oo* della 2^ £ incoiitrata secondo 
le 00* rette generatrici; una varieti della 2* scbiera rappresenta le cop- 
pie per le quail il punto y sta su una retta data di tc', ed h perci6il 
luogo di 00' pinni della 2^ schiera, ecc. Due variety cubiche della stessa 
scbiera hanno un piano a comune. Due varietc\ di scbiere opposte si 
tagliano in una quadrica ; e viceversa per ogni quadrica passano due 
varieti cubiche delle due schiere. 

Quest'ulttnio fatto trova un'utile applicazione. Se si projetta 1 dallo 
spazio S^ di una sua quadrica sopra un 5^, si vede facilmente che la 
projezione sari generalmente univoca. Orbene le due varieti cubiche 
passanti per la quadrica si projetteranno secondo due rette r, r', tracce 
dei loro spazi; e precisamente in mode che i loro piani generatori si 
projetteranno risp. nei singoli punti di r, r\ In generate per6 i piani 
di 2 della i^ schiera , incontrando la 2^ varieta cubica secondo rette, 
si projetteranno nei piani di S^ passanti per r', e similmente i piani 
della 2* schiera nei piani di S^ passanti per r. La rappresentazione di 
2 su S^ si potri eflfettuare riferendo projettivamente le due schiere di 
piani di 2 risp. alle due reti di piani di S^ passanti per le rette (isse 
f*, r, e considerando come omologhi due punti di i e 5^ quando 
sono intersezioni di coppie omologhe di piani. In altri termini si pos- 
son lappresentare le coppie di punti di 77, 77' sui punti di S^ sostituendo 
risp. a quel due piani due reti (collineari a tu, tt') r, r' di piani c pren- 
dendo come imagine di una coppia di punti di 77, ?:', cio^ di una cop- 
pia di piani di r, r\ il punto d'incontro di questi piani (*). 

5 . Ritomando alle proprieti gii accennate delle varieti cubiche e 
delle quadriche che giacciono in 2 , se vi mettiamo in evidenza gli 



(*) Analogamente si posson rappresentare ad es° le coppie di punti dt un 5^ ed 
un S^ sui punti di un Sp^ ricorrendo alle forme fondamenuli aventi per issi risp. 
un 5"^^, ed un '«$^, di questo spazio. Tutte queste rappresentazioni prcsentano perft 
sulle nostre (di cui son projezioni) I'inconveniente di averc degli elcmenti cccezio- 
nali, e di non far corrispondere alle trasformazioni projcttive dci due spjzi dati delle 
trasformazioni projeliive d«lle iniigini. 
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spazi 5^ e 5j a cui esse risp. appartengono, risulta evidente UQa kgge 
cU dualith per la quale questi spazi corrispondono rispettivamente ai 
piani generator! ed agli S^ tangenti di 2. Cosi al fatto che, due piani 
s'incontrano in un punto — e quindi stanno in un S^ tangente — solo 
se sono di schiere diverse, corrisponde il fatto che due S^ di schiere 
diverse si tagliano in un S^ — e per6 giacciono in un iperpiano. E come 
due 5^ di una stessa schiera si tagliano in un piano di 2^ cosi due 
piani della stessa schiera stanno in un S^ della nostra figura. Questa 
legge di duality si verifica pure nella rappresentazione : 'Come i piani 
delle due schiere hanno (ip un certo senso) per iniagini i punti risp. 
di t: e di tt', cosi gli S^ delle due schiere corrispondono risp. allerette 
di questi due piani (*). 

Ogni iperpiano passante per un S^ di una schiera contiene pure 
un 5^ delPaltra schiera, giacchi contenendo una variety cubica di 2 do- 
vri segare questa second© un'altra Af|. Ne deriva che un 5^ passante 
per un S^ di una schiera taglia 2 , fuori di quello spazio, secondo un 
piano della schiera opposta; come viceversa un piano ed un 5. di schiere 
opposte (si tagliano in una retta e per6) stanno in un S^. Sedunque 
si projettano da due S^ di una stessa schiera i piani e gli S^ della schiera 
opposta, si avranno gli S^ e gl'iperpiani omologhi di due reti coUineari. 
Segue che le duo schiere di S^ riempiono una varieti cubica AiJ, che 
indicheremo con T; ognuna di esse si compone degli spazi in cui si 
segano gl'iperpiani omologhi di tre reti collineari (aventi per sostegni 
tre S^ deU'altra schiera). E poich& gli S^ omob;;h» di queste reti si 
tagliano nei piani di 2, cosi questa sari una varieth doppia per T.— Si 
noti poi che Tiperpiano congiungente due S^ di schiere diverse i tan- 
gente a r lungo tutto VS^ d*incontro di quel due spazi ; gl'iperpiani 
tangenti a Y sono appunto quelli passanti per gli S^ generatori. 

La dualiti fra 2 e F, Tuna come luogo e Taltra come inviluppo, 
apparisce anche dalle rappresentazioni analitiche. Invero se, analogamente 



(•) Un'ana!ogi dua'iti lu luogo piu in gencrale per le varieti dei n» i c a; 
ed anz: per una classe mo' to piu Visia clie abbraccii pure le varieti rappresentate 
su un dati spazio 5"^ del sistcnii di tuttc le M"_,. Ci6 si collega, come in casipar- 
ticolari k gia stato notjto, con la relazione generalc di apolaril^ (fra varieti o fra 
connessi qualunque). 



198 C. SEGRE. 

alle (2), poniamo 

(4) */-. = ^i'^*m ('. w = I. a. 5). 
sicchi saii xdenticaniente 

h cbiaro che riperpiano di coordinate S^^ conterri le due A^ doi i 
due S^ imagini delle rette ^ , y) di ^ , r', c si potii quindi assumeit 
come imagine di questa coppia di rette. G)si mentre le coppie di punti 
di IP, ^' sono rappresentate dalle (2) sui punti di £, varietil che come 
inviluppo & data daU'equazione (3), le coppie di rette di 1; , %' ven* 
gono mediante le (4) rappresentate sugli 00^ iperpiani tangenti a r, e 
per equazione di questa , come luogo di punti a , si ha , similmente 
alia (?) : 

(5) '^(«) = o. 

6. Alia stessa variety ^ o r si giunge se si vogliono rappresea- 
tare lineamiente coi punti o cogripcrpiani di S^ le reciprocity fra x 
e 77'. Se una tal reciprocity, come conncsso di punti o come connesso 
di rette, c data dall'equazionc 

ovvcro 

sicchc, com'c no to, 

si prenda come sua imagine I'iperpiano a ovvcro il punto a [che, in 
forza di queste ultime relazioni, sono mutuamcntc polar! di i^ ordine 
rispetto alia varieti inviluppo 1 (j) ed alb variet;\ luogo r (j)]. Al- 
lora alle reciprociti per cui i punti x, y sono reciproci (connessi con- 
tenenti Velemento xy) corrispondono griperpiani a passanii pel punto 
di coordinate X^^ = Xiy„^\ e cosi si ritrova 2. In sostanza questo pro- 
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cedimento equivale a stabilire la reciprociti fra le due schiere di piani 
di 2 considerate come forme di 2* specie (riferite risp. a w , w') : il 
luogo dei punti d'intersezione dei piani reciproci delle due schiere h la 
sezione di 2 coiriperpiano a imagine della reciprociti. Similmente le 
coppie di rette reciproche di 7;, ?:' vengon rappresentate da iperpiani 
tangenti di F (iperpiani delle coppie di S^ reciproci) che passano pel 
punto imagine a. 

Si vede subito come si rappresentano le reciprociti che degene* 
rano come connessi di punti. Quelle degeneri di i* specie, cioi ridotte 
ad una projettiviti fra due fasci di rette di i:, 7r\ son tali che d(a)=o 
ed hanno per imngini griperpiani tangenti di 2. Quelle d^eneri di 
2^ specie si scompongono in due rette d\ t: y iz* ai cut punti bispgna 
associare come reciproci tutti i punti di 77' , tt : esse hanno per ima- 
gini griperpiani tangenti di P. Analogamente i punti di T e di 2 rap* 
presentano risp, le reciprociti che sono degeneri di i* o di 2* specie 
considerate come connessi di rette (*). 

7. Due reciprociti qualunque fra tt e ??', e quindi tutte quelle del 
fascia da esse determinato, ove si considerino come connessi bilinear! 
di punti hanno per intersezione {coincidenT^d) una corrispondenza uni- 
voca quadra tica fra i punti di 77 e ??'; e viceversa una tal corrispon- 
denza si pu6 sempre considerare come I'intersezione di un hscxo di reci- 
prociti. Segue che su 2 le imagini delle corrispondenze univoche qua- 
dratiche tra 77 e tt' sono le sezioni fatte con gli S^. Ai tre iperpiani 
tangenti condotti a 2 da un S^ (n. 3) corrispondono le tre coppie di 
£isci projettivi di rette che sono omologhi nella corrispondenza qua- 



(*) Si osservi qui e nel seguito Tanalogia fira queste rappresentaziont delle red- 
prodta fra due piani e quelle delle coniche di un piano contenute in una mia Nota 
(Atti Ace. Torino, t. XX, 1885) : Cottsideraiioni intorno alia geometria delle coniche 
di un piano ccc. (affine a quella del Veronese che citer6 tosto). — Similmente ad 
osservazioni ivi fatte si pu6 qui uotare che la varieti 2 & I'intersezione di 00* qua- 
driche (Af') : le polari dei punti di S^ rispetto a T; e che quando I'iperpiano imagine 
di una reciprocity passa pel punto che & imagine di un'altra, sicch& la quadrica po* 
lare di questo punto rispetto a F contiene il punto imagine della prima reciprocitii , 
questa, considerata come connesso di puniif b armonica o coniugata alia seconda re- 
ciprocity considerata come connesso di rette. 
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dratica. — Analogamente gli 5^ , 5^ , ... di S^ e le loro sezioni con 
£ rappresentano i sistemi lineari oo*, oo', .. . di recipr6citi fra ic e v' 
e le loro intersezioni. Cosi la nota proposizione che da cinque coppie 
di punti reciproci in una reciprocity i in generate detenuinata una sesta 
equivale al fatto che un S^ congiungente cinqne punti di 2 taglia an- 
cora questa varieti in un sesto punto. Ecc. 

Ma il caso che a noi importa rilevare h quello che si presenta 
quando fra t: e 'tv' si abbia una collintiv^ione. Questa (come coincidenza) 
k coDtenuta in oo* reciprocity degeneri (come connessi di punti) cioi 
in quelle costituite dalle projettiviti fra i fasci di rette omologhi della 
coUineazione. E viceversa due coppie di fasci projettivi di rette di x, 
ic'y quando abbiano una coppia di rette omologhe comuni, generano 
una coUineazione. Dunque una coUineazione & rappresentata su 2 dalla 
intersezione con due iperpiani tangenti, i quali contengano una stessi 
quadrica di £, da cui si astrae; queU 'imagine sari dunque una snper- 
ficie del 4^ ordine, che dovendo stare precisamente su 00* iperpiani (tam- 
genii a 2) appanerri ad un S^. Questa superficie P conterri 00* coni- 
the corrispondenti alle 00* coppie di punteggiate projettive contenute 
nella coUineazione, e sarfi perci6 una superficie di Veronese (^y Si 
hanno cosl su 2 00* superficie si fatte : per quattro^ punti qualunque 
di 2 ne passa in generale una determinata. 

8. Si ottengono immediatamente le irasforma:(ioni projeithe di 2 
V in je stessa considerando quelle che ne derivano nelle due schiere 
di piani o di 5^, cio& le corrispondenti projettiviti A\ tq t %\ 

Trasfonuando iz in se stesso con una coUineazione, esimilmente 
w', si ottiene in S^ una trasformazione coUineare di 2 (e r) in sc 
stessa^ mediante cui ogni schiera di piani (o di S^ si muta in se. Se 
invece si trasforma r in tt' con una coUineazione, e ?:' in w con un'al- 
tra, si ha una 2^ specie di coUineazioni di 2, le quali doh scambiano 
fra loro le due schiere di piani (o di S^. 

Una coUineazione di i* specie k involutoria quando le due coUi- 



O Vedi Veronese: La superficie omaloide normale del quarto ordine ecc. 
(Aiti delta R. Ace. dei Lincei, XIX, , 1884); e la mia Nota ciuu al vP prcc. 
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neazioni di :: c di r' die le corrispondono sono anch'esse involuto- 
rie, cioi omologie armoniche. Considerando i centri e gli assi di quc- 
ste si trae che un'involuzione di i* specie di 5^ ha periiJ5i un S^ con- 
tenente due rette di 2 ed un S^ contenente una quadrica ed un punto 
fuori di questa. 

Una collineazione di 2* specie di 2 sari involutoria quando le due 
collincazioni fra ?:, 7;' e fra -', ::, cio6 fra le due schiere di piani di 
2, sono inverse I'una deiraltra. £ chiaro allora che le coppie di punti 
omologhi di ::, ::' rappresentano i punti uniti di 2. Dunque (n. 7) una 
collineazione involutoria di 2°' specie di 2 ha su questa una superficie 
F^ di punti uniti, e pero ha per assi Ti'j della superficie ed un piano (*). 
Cosi agli 00* S^ contenenti le F^ di 2 sono associati 00* piani (che 
corrispondono a quegli spnzi per dualiti). — Se i piani 'tv, x' son sovrap- 
posti, risulta data una particolare collineazione fra essi : la identity, la 
quale fari corrispondere ad una coppia qualunque xy di punti di ?? , 
7c' la coppia yx di tt, t:'. Quindi la geometria delle coppie di punti 
di un piano r si rappresenta su 2 in modo che due punti omologhi 
di una certa involuzione di 2^^ specie di 2 rappresentano due coppie 
fra loro inverse, e che una determinata F* rappresenta le coppie com- 
poste di punti coincident!. Projettandola dal piano assiale di quell'in- 
voluzione su un 5^ , la variety 2 verr\ projettata doppiamente secondo 
una Af] i cui punti rappresenteranno le coppie di punti di tt senza piii 
distinguere Tordine di questi: si ritorna cioe a quella rappresentazione 
delle coppie di punti di un sol piano che giii si trova studiata nei la^ 
vori del sig. Veronese e raio, citati dianzi. — 

Analogamente se si stabilisce una reciprocity su tt ed una su i^\ 
ovvero se si trasforma t: in ?:' con una reciprociti e tt' in w con un'al- 
tra, si vengono a mutare le coppie di punti di -77, w' in coppie di rette, 
e quindi i punti di 2 negriperpiani tangenti di T e viceversa , e si 
ottengono in S^ le due specie di reciprociti atte a muture 2 in T. Le 



(*) Gl'iperpiani passanti per quel piano rappresentano il sistema lineare 00^ ddle 
reciprocity fra tz e rJ che non son mutate, o nieglio son mutate nelle loroinversei 
dalla data collineazione fra i: ei:'. La relazione fra una collineazione ed una recipro* 
cit4 cos) fitte t scambievole; il prodotto di una qualunque di esse per rinversa 4el? 
I'altra & una corrispondenza involutoria, cio& una polaritii. 

Rend, Circ. Matem,^ t. V, parte i.* — Stampato il 22 maggio 1891. a6 
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reciprocity di i^ specie mutano ogni schiera di pianidi 2 nella schient 
omonima di 5^ di r , mentre quelle di 2^ specie £inno uno scambfo 
fira le I' e le 2* schiere. Una reciprocit\ di i^ specie £ involutoria, e 
predsamente la polariti rispetto ad una quadrica, se le due reciprodd 
di TT e di :?' sono esse stesse delle polaritii; una reciprocid di 2^ spe- 
cie invece quando proviene da una sola reciprodd fra x e tt' (con la 
inversa fra r' e w). 

Una reciprocitfi di 5, ha per luogo di punci uniti una quadiica M^. 
Ora se essa h di 2^ specie, cio& determina una reciprodti fira la i^ e 
la 2^ schiera di piani di 2, il luogo dei punti d'incontro dei piani re- 
dproci sar^, come sappiamo, Tintersezione di 2 con un iperpiano; e 
similmente il luogo delle intersezioni dei piani redproci nella redpro- 
citjk che quella di S^ determina fra la 2^ e la i^ schiera. Ne segue che 
nel caso di una reciprocity di 2* specie la detta quadrica taglia 2 nelle 
Tariet^ secondo cui questa h segata da due iperpiani. Se poi la recipco- 
dtii di 2^ specie 6 una poIaritA^ questi due iperpiani coincidono, e h 
quadrica fondamentale sar.\ tangente a 2 lungo Tintersezione di quesca 
con un iperpiano. 

9. Se la varietii 2 (o r) & reale, essa pu6 presentare due can 
distintiy quello iperbolico c quello ellittico (^). — Se ogni schiera di piani, 
e quindi di 5^ , & coniugata di se stessa , come intersezioni degli 5^ 
coniugati (o come congiungenti i piani coniugati) si avranno in c^ni 
schiera infiniti piani (od S^ reali, si che per qualunque punto realcdi 
2 (o di r) passeri un piano (oJ un S^ reale di ogni schiera. 

Se invece Ic due schiere di piani (e quindi quelle di 5^) sono fia 
loro coniugate, tutti i piani di ^ (e tutti gli S^ di V) saranno imagi- 
nan; ma ognuno incontrer;\ il coniugato in un punto reale di 2. Ne 
s^ue che grinfiniti punti reali di 2 corrispondono univocamente senza 

O Questi due casi si ouengono, nella rappresentazionc parametrica (2) di S, 
supponendo che il sistema di riferimento delle coordinate A';^ si coraponga di ele- 
menti tutti reali , oppure sia tale che per punti reali si abbia sempre la Xi^ coniu* 

gau ad A^;.— Anche per le varietd d'ordine [ j con due schiere oo"di 5^, (v. n. a) 

si hanno due casi analoghi da distinguere quando son reali ed hanno punti rcali (se 
n 6 impari possono esser reali ma con tutti i punti imaginari). 
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eccezione agl'infiniti piani della i^ schiera (o della 2^) su cui essi 
stanno, e quindi nnche agl'infinici punti di x. Una varieia 2 eUiUica 
strut ptr rapprtstntart coi suoi punti rtali intli gli tkmtnli (complessi) 
di una forma fondamtntalt di 2* sptcit^ ad estmpio Uitii i punii (com^ 
plessi) di un piano ; a quello stesso modo che un'ordmaria quadrica 
ellittica, una sfera, serve per rappresentare gli elcmenti complessi di una 
forma* fondamentale semplice. Si pu6 anzi dire che quella rappresenta- 
zione contiene questa : in quanto che i punti di una retta di ^, cioi 
i piani di una M\ della i^ schiera di 2, hanno per imagini i punti reali 
di una quadrica ellittica (intersezione di quella Af| con la coniugata). 

La rappresentazione reale dei punti complessi di un piano che noi 
cosi otteniamo k appunto una di quelle a cui io alludevo neirintro- 
duzione ad un Saggio su Un nuovo cofnpo di ricerche geometricbt publi- 
cato nei vol. XXV c XXVI degli Atti deU'Acc. di Torino (♦)• Con 
essa gli enti complessi iptralgtbrici di cui ivi & incominciato lo studio 
si rappresentano mediante le curve, superficie e varieti triple, alg^i^ 
che e reali, giacenti su 2. Le trasformazioni projettive di ^, e qiiindi 
della I* schiera di piani di 2 (unendovi le projettiviti coniugate nella 
2* schiera) , son rappresentate dalle irasformazioni projettive reali di 
I* specie (v. n. 8) di 2, sicchi la gtometria projtttiva del piano si ri-' 
sptccbia nella gtometria projtttiva reale di 2, ove per6 si ponga a base 
il gruppo costituito dalle sole projettiviti di i* specie. 

Quanto alle trasformazioni projettive rtali di 2* specie di 2 in se 
stessa si vede subito che esse rappresentano quelle corrispondenze nella 
I** schiera di piani (o su tu) che si posson considerare come prodotti 
di corrispondenze projettive (fra la i* e la 2* schiera) e del coniugio, 
cioi le corrispondenze che in quel Saggio ho studiato sotto il nome 



(*) Un'altra rappresentazione, coi punti reali di 5*^ , si ottiene subito se per fonna 
fondamentale di 2* specie si assume la rete dei piani di 5*^ passami per una retta r 
completamente imaginaria, e si prende per imagine di ogni piano I'unico sue punto 
reale r Essa si pub anchc considerare come proveniente dal projettare la 2 ellittica 
dallo spazio di una sua quadrica reale; cfr. n. 4. (Rappresentazioni analoghe dei punti 

complessi di un S„ sui punti reali di un »y,^ , ovvero di una varieti^ reale d'ordine 1 1 

appartencnte a ["('J + 2)] e analoga alia 2 ellittica, si avrebbero immediatamente). 
Su ci6 e su cose a(Hui ritoruer6 in un altro lavoro. 
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di ant^ojetiivitb (antkollinea:i^ioni ed antireciprocita), Le anticoUineazioni 
involutorie del piano hanno infiniti punti uniti costituenti le cattne dop- 
pu : imagini di queste (ed in particolare deU'insieme dei punti reali , 
se il piano i reale) saranno dunque (n. 8) le superficie F* di Vero- 
nese, reali, giacenti su ^. Le antireciprocita involutorie od aff/i/>o/arf>^ 
saranno invece rappresentate dagriperpiani (o dai punti) reali di 5^; e 
quando I'iperpiano imagine sega £ in punti reali , TantipolaritA avr^ 
unUperconica fondamentale, cio6 luogo di punti uniti, rappresentata da 
quella sezione spaziale di 1. Cosi le question! sui sistemi lineari d'iper- 
coniche, e sulle intersczioni di questi semplici enti iperalgebrici, che son 
studiate nel Saggio citato, diventano piii intuitive quando si trasponino 
su £, riducendosi allora a problenii sulle sezioni spaziali di questa va- 
rietik. Ad esempio da un'osseryazione fatta alia fine del n. 8 intomo 
ai punti uniti di una reciprocity di 2^ specie di ^ si trae subito che 
se un 'antireciprocita non involutoria di tt ammette dei punti uniti, que- 
sti (banno le loro imagini su due ipcrpiani coniugati, cioc su un 5^ reale, 
e per6) costituiscono rintersezione di un fascio d'iperconiche. Hcc. ccc. 



Torino, aprile 1891. 
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SULLH TRASFORMAZIONI DI CONTATTO 



CHE TRASFORMANO QUALUNQUE SVILUPPABILE 



IN UNA SVILUPPABILE; 



Nota di 6. VJvanti, in Mantova. 



Adunaasa del lo oMggio 1891, 



I. Abbiasi una funzione di due variabili iudipendetiti : 

I =/(*. ;'). (0 

e p, q, r, s, t denotino, come di solito , le derivate parziali di t° e 
di 2" ordine di s^ rispetto ad x e ad y. La trasfonnazione di contatto : 

X = X{x,y, ^/., 5), Y = Y{x,y, ^p, q), Z=Z{x,y, ^,/», q), 
P = P{x,y, I, p, q), Q = Q(x,y, i, p, q) 

trasformi la (i) neU'equazione : 

Z = Fix, n (3) 

cioc sia la (3) ii risultato ddl'elinunazione di ^9 ^9 ^9 p» 7 fra Ic 
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equazioni : 

X = X{x,y,i,p,q), Y=zY(x,y,i,p,q), Z = Z(x,y, ^, p,q] 
eliminazione che in generate i possibile (*). Ponendo per brevity : 

d7="" "37=-^" a?=^<' a7=^" •d^-'"*' 

H<'> K<*) — H<'>IC<'> = 9 (H, K), 
si ha, in virtA di fonnole note (**) : 

m 

e risolvendo: 



ib cui: 






Sviluppiamo ^(P^ 0, e facciaino in geuerale : 
inoltre : 



(•) Lie, Jljeore der TnMsfonnaiionsgruppen, II Abschniit, Leipzig 1890, p. 
(*•) L I e , op. dt. p. j8o. 
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avremo : 

T(i*.0=(i2) + r(p2) + s[(ip) + (?2)] + l(iq) + (rt-S^Xpq). (j) 

2. Supponiamo che la trasfomiazionc di contatto (2) sia tale da 
trasformare qualunque sviluppabile ia uaa svQuppabile. Poichi Tequa- 
zione caratteristica delle sviluppabili & : 

r/ — 5* = 0; (6) 

dovri essere per qualunque sviluppabile, in virti delle (4), (5) : 

(12) + r(p2) + s[(ip) + (^2)] + /(I j) = o. (7) 

Ora la sola equazione a derivate parziali del second'ordine a cui 
soddis&nno tutte le sviluppabili h la (6); quindi, affinchft sussista in 
ogni caso la (7), dovrh essere : 

(12) = (8) (i/>) + (?2) = o (10) 

(p2) = (9) 0y) = O, (11) 

inoltre evidentemente : 

(pq) 7^0. (12) 

3. Le funzioni X^ Y, Z, P, Q sono l<^ate fira loro dalle segoenti 
relazioni (*): 

[?j2] = [pyj = [fix] = [xr] = [xz] = [rz]=so, \ 

dove p i una funzlone la quale non pu6 essere identtcamente nolk , 
e [f ^] (simbolo di Poisson) sta per: 



O Lie, op. cit. p. 14s. 
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Sviluppando rideniiii [PQ] = o, si trova : 
che combiiuta colla (lo) c\ di, ricordando che (/> i) = — (i^) : 

(l/)) = (14) (2f) = 0. (is) 

Dalle (ii), (14) abbianio, tenuto conto delta diseguaglianza (12): 

P,= Q, = o; (16) 

parhnentt dalle (9), (i$): 

P. = Q, = o. (17) 

L'applicazione del metodo di Mayer al sistecna completo : 

P, = o, P, = o 
ci di^ i 3 integral! distinri : 

px + qy — :f = cost., p = cost, q := cost., 

sicchft si ha, f denotando una funzionc arbitraria : 

P = ^(px + qy-^,p,q). (i8) 

Nello stesso modo si trova : 

Q = ^(px + qy — ^, />, q). (19) 

4. Sviluppando le (13) si ottiene, tenuto conto delle (16), (17): 

p,r. + p,r.=o, (20) 

Q,X.+ Q,r, = o, (21) 

x,r. + x,F,-x,r,-x,r, = o, (22) 
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r,z. + y,z,- Y,z,- F,z, = o, (24) 

p,x. + ?,x, = Q, r. + 2, K, = p, (25) 

P,Z.+ ?,Z. = Pp, <•«) 

az.+ az. = Qp. (a7) 



Posto : 



si ha dalle (23), (24), (26), (27) : 
Z. = -|-(?Q,-QP,), 

(a8) 

Dalle (20), (25) e dalle (21), (25) si ha poi: 

da cui ; 



s 



^ = Jj , (29) 

sicch^ le espressioni precedent! possono scriversi: 

Intreducendo questi valori nelle due prime equaziom (b8) , si 
ettiene: 

z. = P-Y.+ 2r., z,=p^+ey,; <|i) 

/^#W* Grc* hiaUm., t V, parte i/— Scampato il 22 maggio 189? • 27 



ito 
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dalle altre due equazioni (28) si ha con facili calcoli , tenendo conto 
deUe (aa), (29), (30) : 

Z,= PX,+ QY,, Z, = P.Y,+ en- 00 

5. Cerchiamo I'mterpretazione geometrica ddle formole (31), (32). 
Perci6 poniamo : 

Z=zPX+ QY— U; 
avremo, tenuto conto dellc (16), (17) : 
Z,=:PX,+ QY,-U,, Z, = PX,+ QY,-U,, 



Z^X,+ QY,+P^+Q,Y-U„ Z,=PX^+QY,+P^+Q^Y U^ 
9 coofroDtando colic (31): 

t;. = o, I7, = o, C7,= P,X+ Q,Y, t7,= P,X+ Q,y. -(33) 

Dalle due prime dt quesie equazioni segue: 

PX+ QY-z=u=:x(P* + qy-K>t»i)- (34) 

Applichiamo tanto al sistema di coordinate x, y, ^ che al sistema 
X, Y, Z la trasformazione di Legendre, cioi poniamo: 

»=h y = T> ^ = P*+ly — K>P = x, i — yl 

X = P, Yz=Q,Z=PX+ Q7-Z, P = X, Q=Y; 
Ic (18), (19), (34) diverranno : 

Cioi : Ciascuna delle trasfomiazioni cercate pu6 considerarsi come 
originata da una trasformazione puntuale (Punkttransformation) prece- 
duta e seguita dalla trasformazione di Legendre. 
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Reciprocamente^ qualunque trasformazione cosi composti appartiene 
alia classe di cui ci occupiamo. £ facile renders! ragione di ci6. 

Sia <7 una sviluppabile, che potremo imaginare generata dal moto 
J'un piano. Se applichiamo alia superficie a la trasformazione di Le- 
gend re, ciascun piano tangente si trasforma nel suo polo rispetto ad 
una quadrica, e la <7 si trasforma in una curva y; sottoponendo que- 
sta ad una trasformazione puntuale si ottiene un'altra curva F, la quale 
in virtu d'una nuova trasformazione di Legendre ci d^ finalmente 
una sviluppabile 1. 

6. Resta ora da trovarsi Tespressione analitica delle funzioni X j 
Yj Z. Scrivendo per breviti ^ in luogo di px + qy — ;^, e denotando 
con 9-, 9^ , 9j rispettivamente Ic derivate di ^(C, p, q) rispetto a C, 
/>, y, si ha dalla (20) : 

(^?5 + ?p) Y^ + o?5 + %) j; = o, 

ossia : 
(^?r + ?p)Y, + (y9r + %)Yy + [0>x + qyyf^ + /xp^ + q<f^]Y^ = o. 

II sistema ausiliario di quest 'equazione a derivate parziali &: 

dx ^ dy ^ dTj -±-^-^ (..) 

^?;+?^ rP:+?, (px+9yyfr+P9p+q?f o "^ o o ' ^^^ 

Dei 5 integral! occorrenti 3 sono K = t:, , p :^c^^ ^ =: ^^ ; gli 
altri 2 s'ottengono come segue. Moltiplicando i numeratori e i dene- 
minatori dei 3 primi membri della (35) rispettivamente pcr/>, q^ — i, 

e sommando, si trova — ; quindi un int^rale i ^ = ^4. Infine, ri- 

cordando che <p^y 9^, <p^ si riducono a funzioni di c^, r^ c^^ doi a 
costanti, si ha integrando I'equazione costituita dai due primi membri 
della (35): 

secondoch^ f^ c diversa da zero od h identicamentc nulla. lodicando 
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Ml due casi U i" membra coa -n^ si lu : 

4sf9% V k una fuQzioM arbitraria. Analogamente si trova : 
essaub: 

.^t^rwtocliii 4^r ^ diYetsa da zero od k identicamente miUa. 

7« Lt fiwdcmi (A^ V derono essere tali» che le equnzioni (21), (25) 
siano soddis&tte. 

Ma possiamo anzitutto dispensarci dal considerare la (aa), merci 
il teorema segueace: 

Se le 5 funzioni X, 7, Z, P, <2 ^^^^ tali da soddis£ire alle equa- 
ztoni (16), (17), (20), (21), (2s), (31), (32), esse soddisfanno anche 

an. <aaX (33), (24). i^\ (27). 

Osserviamo intanto, che insieme alle (20), (21), (25) sussistono 
ancht )e (10), che ne aono una conseguenza. Dopo ci6y derivando la 
prima delle (32) rispetto a q^ la seconda rispetto a ^, c sottraendo, si 



Msia per U (}o) : 

^ cui risulta immediatamente la (22).— Dalle (31), (32) si ha poi: 

quindi per la (22) [ZX] == [ZF] = o. sicchi anche le (23), (24) sono 
soddis£itte;--« parfcnenti : 

[PZ] = P[PX] + Q[PY), [QZ] = P[QX] + Q[QY], 
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ossia per le (20), (21), (25): 

[PZ] = Pp. [QZ]=Qf, 
sicche sono soddisfatte anche le (26), (27). 

8. Adunque, per risolvere completamente il problema propostoci, 
not dobbiama determinare le funziont (a, v in modo che abbia liK^ 
U (25), e poscia trovare una funzione Z l^ata alle X^ Y, P^ Q dalle 
relazioni (31), (32), o, ci6 che & lo stcsso, una funzione Z tak che 
la {/= PX + QY -— Z soddisfaccia alle relazioni (33). 

£ da notarsi che >, -r p C^ = ^r + ? ^< = o» sicchi, se si pone per 
un momento : 

X = r(x, y, C, A y). Y = ff'ix, y, K, p, q), 
sari : 

^'~dx' ^'~dy' '~dx' *~ dy ' 

Avremo quindi, considerando andie le ^, tt come funzioni di x, 
y, C, />, ^ : 

•^i=;*£5x» ^,=(*4^r> ^l=^''.^ y.= ^V 

Inoltre si ha : 

P, = ?rX + f,, P^ = '?,y -\- fj, Q^ = ^^-]r^f, 12, = V + '''»• 
Introducendo questi valorl nella (25), si ottiene : 

Hii^e"-^ fpY^. + (90'+?,)$.,] = ^Ti(V.+i>« + (^t^+^>7i (30 

II coefficiente di [a. vale zr— ^^ — j-y oppure A , secondochi ^^ 
non i od i identicamente nulla; e il coefficiente di v- vale — rC 



(9:y + 9,y 

oppure — A, secondoche <p^ non c od e identicamente nulla. 

Ci convicnc distingucre i vaci casi possibili^ essi sono (|uattrQ. 
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9. r CASo; 9. e ^. non sono identicamente nuUe. — Se p, 9 sooo 
due funzioni di 2[, p. q^ porremo per brcviti: 

P/^ — Pf^^ = (P^).' P,<~P;^f = (P^X» P:^^ — P^^; = (P<'),; 
fra queste espressioni hanno luogo le identiti^ : 

(P<').Pc + (P^XP/ + (P^Xp, = o> f?^)«^c + (?0a«> + (P<'),^ = o- (37) 
Nel caso che si considera la (36) diviene^ sopprimendo il £ittore 

comune A: 



(^,yi^f'"'-~ (V + ?,)*'' 



(}8) 



Derivando rispetto ad x si ha : 



^l_ ?:_ 



e combinando colla precedente : 



J/f,^r = l/=?;^. (39) 






TH 



Questa derivazione non conduce ad alcun risultato se (x^ e v^ sono 
indipendenti rispettivamente da ^ e da »; in tal caso per6 dev'essere: 

if dcnotando una funzionc di ^y />, y (*). Ne segue Qf'^\:=Oy pLg=— JJv,, 
quindi : 

K = v = -p->i + C = ~^ — , — ^ + C=i« *— — , + C. 



(•) Da qui inn-inzi, quando non si dica esplicitamente il contrari') , s'intendedi 
chc Ic lettere maiuscolc rappresemino funzioni di X,y p, q. 
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Siccome poi dalla seconda delle (37) segue : 

ossia ^^ = 5(9 ^)j ^ ^j = — S(<f ^)^ , cosi potri scriversi : 

od anche : 

sicchi sari, ponendo A invece di -^ : 






(40) 



Supposto invece (<p+), diverse da zero, i due membri della (39) 
non potranno essere nulli; siccome per6 nel primo membro x ed y figu- 
rano soltanto nella combinazione ^, e nel secondo soltanto nella com- 
binazione », e siccome per la (12) ^ ed » sono differenti, cosi cia- 
scuno dei due membri dovri essere indipendente da jc, y^ e quindi ri» 
dursi ad una funzione di Xy p> ?> che designeremo con — 2H. Sarik cio&: 

m __ 2H_ v^^ _ _ 2H 

1- !/$■' "J- \7^' 

ed integrando : 

^g ?; 

^^ — {Hl + Ky ''^~ (ffu + iy 

Introduciamo queste espressioni nella (38); avremo : 



quindi, posto e = J/ 1 : 



lt€ 6. VlVAl^Tt. 

da cui : 

Le espressioni di [i^, v^ divengono : 

ed integrando si ha : 

btrodocendo tie nuove liHizkmi il , B , C detemmute dalle re- 
laaoni: 

4e X, F preaioao la forma (40). 
Dope ci6 a ha dalle (33), (34) : 

da cui: 

e risolvendo : 

'Mediante queste espressioni \e Xy Y prendono la fomia : 
y _ _ ('i' X)»*+(4'X)iy— ('i'X). y _ (?X).^(?X)j>ii(?X). / . ,N 
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Prese dunque ad arbitrio tre fiinzioni 9, ^, x ^* ^» Py 9> ^^ (4^) 
insieme alle : 

? = ?, Q = ^, Z = ^X + ^Y^x 
ci daranno la trasformazione pi6 generate della classe da noi studiata. 

10. ir CASo; 9^^ 0. — La (36) diviene, sopprimendo il fattore co- 
mune A : 

£ facile vedere che le (x^, v^ non possono essere indipendenti ri- 
spettivamente da ^ e da ». Derivando rispetto ad x, e ricotdando cbe 
nel caso che ora consideriamo » =: f^x — (f^y, si ha : 

e da questa e dalla precedente : 

n valor comune dei due membrl, che designeremo come prima 
con — 2H^ dev 'essere indipendente da x, y. Integrando si trova: 

ic__ _ ?f 

e sostituendo nella (43) : 



quindi, posto « = |/i : 

^H(<f^ - <f,y) + L] = 69^i?(+^ + +,) + iTC+^y + +,)], 
da cui, osservando che ((p|),=: 9jtJ/^, (^-J/), = — 9^ ^^ : 

A«(«{. Gre. ifotm., t.V, parte i.*— Sumpato il 31 maggio 1891. 38 
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Le espressioni di fi^, v^ divengono : 



(H= 



"i^^m' -("-^y 



ed integrando si ha: 

r 

applicando a queste espressioni le trasformazioni (41), esse prendono 
la foima (40). Lo svolgimento ulteriore h come nel caso I. 

m^ CASo; ^r^o. — Si deduce dal precedente scambiando f , ^, X 
con 4», D, Y. 

II. ly^ caso; 9^s o, ^^s o.— La (36) diviene, sopprimendo il 
fiittore comune A : 

l^ = — ^1 

donde segue die pt* e v, devono essere iudipendenti rispettivamente da 
( e da 1). Integrando si ha quindi : v 

X = |t = - ^5 + B =-.< (<!»,*- 4»,^) + B, 

Dopo ci6 le (33), (34) ct diinno : 
X5* + 7[^ = X<f,+ Y^,= - A(f^\x + iBf,+ C^;) 

x^y + x,= -y?, + 3r|,= - y<(9<i-).> + (B9, + c<i;,), 

da cui: 

X^=-A(<f^),, x,= H+^'^'f. X,= B?,+ ^^t,. 
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e risolvendo : 
quindi : 

espressioni che coincidono con quelle che si otterrebbero £icendo nelle 
(42)9^ = 0,^5 = 0. 

Adunque le espressioni (42) di X, Y sussistono in tutd i casi. 

12. Faremo notare termiifando, come a questo risultato, che noi 
abbiamo ottenuto direttamente, possa giungersi per via assai pi& breve 
facendo uso dell'osservazione di cui all'art. 5. 

Abbiasi infatd una trasfonnazione puntuale : 

sark, deno.tando per brevity con 9, , 9, , 9^ le derivate di 9 rispetto al 
primo, secondo, terzo argomento, ed analogamente quelle di ^, x* 

dX=QfJ+ 9a)^+(?i7+ 9,yh ^?=(+.?+ +a)^+(+,?+*,yy , 

dZ = PdX + QdY = (xJ + 7U)dx + (x^9 + X^)dl 
quindi : 

= (X./'+Z»)<^«+(X. 7+xO'^' 
da cui: 

?(? J + ?.) + Q(^J + ^0 = X.P + X». 

H9,'q + ?,) + Set.? + '!',) = X. 7+ x„ 
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e risolvendo : 

Applicando alle coordinate primitive ed alle trasformate la trasfor- 
tnazione diLegendre, si octcngono dalle espressioni precedenti le (42). 



Mamova, ( nagiio 1891 



G. ViVAMTL 
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SUR LES CONFIGURATIONS PLANES 



DONT CHAQUE POINT SUPPORTE DEUX DROITES; 

parM. Jan de Vries, k Kampen. 
(Extrait d'une Lettre adressie i Mr. V. Marrinetti). 



AdananxA del lo ouggio 1891. 



I . Les configurations aux indices 2 et i se rangent en deux groit- 
pes : celles du type 

[(2*+ I)W,, 2W,j^.,], 

k nombre pair de droites, et celles du type 

ou le nombre des droites est arbitraire. 

Si, k une cf. d'un de ces groupes, on ajoute les intersections de 
ses droites qui n*appartiennent pas k la cf. originate^ on obtient un 
2w-latire ou bien un «-latire complet. Les droites de la cf, forroent 
avec les points nouveaux une cf. appartenant elle m£me k un des deux 
types mentionn^s. Je la nomme la cf. compliment aire. 
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Pour la 



[n(2n — 2\, 2ff,„] 



ce compliment se rMuit k I'ensemble de n points. Si Ton d£sigiie le 
couples de droites siparies par i, 2; 3, 4; ... in — i, 2ir, ces i 
points peuvent £tre repr&ent^ par les nsymboles(2i — i)2lr(ifc = ] 
iusqu'ii ft). 

La cf. complimentaire d'une 

c'est une (/i, , nj, c'est-^-<iire un n-gone ou Tensemble de qudque 
polygones. 

Configurations (3»,» 2ff,). 

a. La cf. la plus simple de ce type c'est le quadrilat^ complet 
(^s> 4})> ^^°^ i^ disigne les droites par i, 2, 3, 4, les points par la, 
I3» 14, ^3, 24, 34. 

La cf. complimentaire d'une (9, , 6^), dont les droites sont indi- 
qu£es par i, 2, 3^ 4, 5^ 6, est ividemment I'ensemble de deux trian- 
gles 12, 2$, 31 et 45, 56, 64, ou bien un hexagone k sommets 12, 
23, 34, 45, 56, 61. On arrive done aux cfs. reprdsenties par les tableaax 
suivants, 06 chaque colonne contient les points d'une droite : 



B 



14 


24 


34 


14 


IS 


16 


IS 


2S 


3S 


24 


2$ 


26 


16 


26 

* 


36 


34 


3S 


36 


13 


24 


13 


14 


IS 


26 


LI 


2S 


3S 


24 


2S 


36 


IS 


26 


36 


46 


3S 


46 



(9. , 6,) 



La cf. i4 est atrigone, c'est-i-dire elle ne contient pas de triangles, 
dont les Aliments appartiennent h la cf.; M. Marti net ti la d^ignc 
par le symbole (A). 
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La cf. B se prisente dans I'^tude de la cf. (12^, i6j)JB. (^Foir 
mon travail ins^ri aux Acta Mathematical XII). 

3 . SupposoDs que dans une (3 n, , 2 n^) le point a b (intersection 
des droites a et b) est atrigone et que a et i contiennent encore les 
points ac, ad et be^ bf. Or, si la cf. ne comprend pas les points c d, 
f/, la suppression des droites a, b et des points ab^ ac^ ady be^ bf 
foumit une figure dans laquelle chacune des droites c^ d, ty f supporte 
encore deux points. En ajoutant maintenant les points cd tt ef on ar- 
rive i une cf. [$(n — i), , 2(« — 1)3] oi ccs deux points sont s6pa- 
r6s. H va sans dire que cette nouvelle cf. pourra fitre composie de 
deux cfe. (3/>„ 2/>,) et (jy, , 2^,), oil p + q — n — 1. 

En appliquant la transformation inverse k tons les couples s£pa- 
r^ de caract^re different que I'on pent former des points de toutes les 
c6. [s(n — i), , 2(« — i)J , on obtiendra les (3«, , 2/1,) ayant au 
moins un point atrigone. 

Consid^rons maintenant une (3/1,1 in^) contenant le triangle (ac, 
cdy da) et les points ab, eg, dh. Otons les droites ^ et (/, et ajou- 
tons les points ag et ah^ alors la nouvelle figure sera une [3(11 — 1)„ 

a(«— i),]. 

Cest par la transformation inverse qu'on peut se procurer toutes 

les (3 «, , 2 «j) ayant au moins un triangle de cf. 

Si les c6t6s ^ et ^ du triangle acd passent par les points de la 
cf. eg et dg, et que la droite g contient encore le point gi^ on aura 
ime [3 (n — 2), , 2 (« — 2)3] en supprimant les quatre droites a , r, 
dy g et en ajoutant le point bi. 

Si le point b i se trouve d6]4 dans la cf. (3 n, , 2 n^ et que les 
droites b, % supportent encore les points bp et iq^ on pourra effectuer 
la premiere transformation ^ regard du point b%\ c'est-^-dire on sup- 
primera les droites b et { en ajoutant les points ap et gq. 

Enfin , il peut arriver que les droites b et i se confondent. Soil 
alors bf le troisiime point de i, tandis que / supporte encore les points 
fk et //. Or , il nous faut distinguer trois cas, savoir : i) les droites 
i et / sont s6par6es, 2) leur intersection hi appartient ^ la cf., 3) elles 
contiennent les points JSr/, hniy hn. II est facile de voir que, dans ccs 
trois cas, on pourra se servir successivenient de la i* , 2* et 3* trans- 
formation. 
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4. Des coDsid^ations pr<^cMentes il s'en suit, qu'i Taide des tnns 
transformations suivantes on peut dMuire toutes les (jn^ , 2n^ si les 
[i(n — i), , 2(n — i),] et [3(11 — 2),, 2(» — 2)J sent connises. 

a. Transformation atrigonc. En ajoutant les droites attb^oa reon- 
placc les points s6par& cd ci ef d'unc [3(11 — i), , 2(11 — i)J par . 
les 5 points ab, ac^ ady be, bf. 

b. Transformation trigone. La droite a contenant les points ah, 
ag^ ab, on enl&ve a; et aib, et ajoute les droites r, J et les points 
ac^ ady cd, eg, dh. 

c. Transformation ditrigone. A une [3 (n — 2), , 2 (n — a) J on 
d^obe un point ^{ en y ajoutant les droites a, c, d, g et les points 
ac^ ad, cdy eg, dg, ab et gi. Dans la nouvelle cf. le point ^ J est di- 
tr^one, 

£videmment il nous faut effcctuer ces transformations eacorv aux 
figures composies de deux ck. (^k^y 2 k^). 



5. En appliquant ces transformations aux ck. (9^, 6})c((^t>4i} 
on arrive k cinq (12^, 8,) diff^rentes , repr^entto par les taUc^mz 
suivants : 



B 



D 



14 


24 


3J 


M 


15 


26 


17 


48 


IS 


25 


36 


24 


25 


36 


37 


68 


17 


26 


37 


48 


35 


68 


78 


78 


14 


24 


35 


H 


15 


26 


17 


38 


15 


25 


36 


24 


25 


36 


67 


48 


17 


26 


38 


48 


35 


67 


78 


78 


12 


12 


13 


14 


56 


56 


37 


48 


13 


23 


23 


24 


57 


67 


57 


S8 


14 


24 


37 


48 


58 


68 


67 


68 


14 


24 


35 


14 


15 


26 


17 


28 


15 


26 


36 


24 


35 


36 


37 


58 


17 


28 


37 


46 


58 


46 


78 


78 


13 


24 


13 


14 


15 


26 


27 


38 


14 


26 


35 


24 


35 


46 


57 


68 


15 


27 


38 


46 


57 


68 


78 


78 



(12. 8> 
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La (i2, , 8,) A est r^guliire; elle se compose de deux quadrila- 
tires principaux. C'est la figure r^siduelle de chaque droite dc la cf. 
15 J atrigone de M. Mariinetti (Annali di Mateinatica^ XIY). En- 
core elle se pr&ente dans Titude de la (12^, 16,)^ (la celibrecf.de 
Hesse). 

La (12,, 8j)B vient d'etre remarquie parM. Mariinetti dans 
la (12^, i6j)J5 (Atti delV Accadcmia Giotnia di Catania^ HI); elle se 
compose, de deux maniires , de deux quadrangles, de telle sorte que 
les couples de c6tis opposes de Tun d'eux s'appuyent sur deux cdt& 
conjoints de Tautre. 

6. En cffeauant les irois transformations sur les cinq (12, , 8.), 
les deux (9j , 6j) ct sur Ic systeme de deux (6,, 4^), on trouve J£v- 
neuf (1J2 , 10^) de caractcre different. Les tableaux de ces oSs. sont 
publics dans les Comptcs Rendiis dc VAcadimie hollandaisc des Sdenc^^ 
VI, p. 382; par une inadvertence j'y ai oublii la dix-neuviim^ cf. que 
I'on obtient des deux quadrilatires 1234 et 567S en y ajoutant les dro;- 
tes 9 et 0^ tandis qu'on remplace les points 34, 78 par les points noi)- 
veaux 39, 49, 70, 80, 90. 

La seule (15,, 10 ) riguliire risulte de la 15, atrigone, ci-dessqs 
mentionnie, par la suppression d'un de ses six 5-latires principaux. 



Configurations (211, , n^. 

7. La cf. la plus «imple de ce groupe c*est le 5-latire complet 
(10, , 5 J, engendri par 5 droites arbitraires. 

En 6tant au 6-lat^re complet (15, , 6^), formi par les droites i, 
2, 3, 4, 5, 6, les points separes 12, 34, 56, on trouve Funique cf. 

Le 7-latire complet (2.1,, 7^) donne lieu ^ rf^wjc (14,, 7^) de type 
different ; elles en r^sultent par la suppression , ou bien des 7 points 
12, 23, 34, 45, 56, 67, 71, ou bien des 7 points 12, 23, 34, 41, 
56, 67, 75. 

La cf. complimentaire d'une (i6„ 8J c'est une des cinq (12,, 8,) 
ou I'ensemblc de deux (6,, 4,). 

Rmd. Ore. MaUm.f t. V, parte i^— Stampato il 15 giugoo 1891. 29 
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n y a done six (16,, 8^) de caract^e different; on ttouve lews 
tableaux dans mon travail qui vient d'etre cit6. 

La cf. compl^mentaire d'une (18,, 9^)£tant de nouveau une(i8^ 
94)9 il f^ut imaginer une transformation par laquelle ces cfs. se d^ui- 
sent des (16, , 8 J. 

8. Supposi que la droite a d'une (an, , n^ comprendles points 
b, aCp ad, at et que les points be et ^f^ n'appartiennent pasik lac£, 
alors on parvient k une [2 (n — i), , (w — i)J en rempla^ant la droite 
a par les points be et dc. 

Si, au contraire, la droite b est s6par6e des droites e et d, et que 
b contient les points ab , be, bf, bg, alors b est situie de la m£me 
maniire que la droite a du premier cas. 

Enfin il pent arriver que la cf. comprend toutes les intersections 
des droites a, b, e, d, e, except^ le point de; alors, les droites d, e 
supportant encore les points dh, ei, on aura une [2(« — 5),, (« — 5)^ 
en s^upprimant a, b, e, d, e et en ajoutant le point hi. £videmmentce 
cas ne se pr£sente que pour n ^ 10. 

Par les transformations inverses on pent done parvenir aux (a fi,, 
11^, pourvu qu*on connait toutes les cfs. [2(11 — i), , (n — i)J ct 

[2(» - 5)i» (« - S)J. 



Kampen, 18 avril 1891. 



Jan de Vries. 
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SULLA TEORIA GENERALE DELLE ONDE PIANE; 
Nota del prof. Eugenio Beltrami, in Pavia. 



AJunansa^dcl i4^iugno 1891. 



Ncl recentissimo Volume chc contiene le tanto desiderate Lezioni 
dciriUustre K i r c h h o f f sulla teoria della Luce (*) non veggo che sia £itto 
cenno d'un utile teorema, che pure scaturisce agevolmente dal pioce- 
dimento ivi adottato e riprodotto dalLi nota Memoria del 1876 Ueber 
die Reflexion nnd Brechung des Lichts an der Gren^^e hrystdliniscber Mit- 
tel. ^Pensando che questo teorema non sia comunemente noto, mi pcr- 
metto di qui dimostrarlo, ed approfitto deiroccasione per ripigliare ab 
initio la teoria generale delle onde piane, alPuopo di liberarla (senza 
verun pregiudizio della brevity) da quelPunica restrizione che ancora vi 
rimane, nella tratiazione di Kirchhoff (**). 

II pi6 generale nioto per onde piane h rappresentato dalle formole : 

dove », v^ w sono le coniponenti di spostamento, / h il tempo ed 5 
6 un parametro definito dall'equa^ione 

Ix '\' my + »:( = j^ 



(•) Mathematische Optik, Teubner 1891, XI u. XII Vorl. 

(**) Q.uclla, cio^, che dcriva dal supporre a priori rettilinee te vibnuionL 
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Ij tn^ n essendo i coseni di direzione della norniale at piani d% 
s := Cost, n problema consiste nel riconoscere se, o sotto quali con* 
dizioni, si possa con queste espressioni di Uy v, w soddis&re alle m 
equazioni del moto: 

dove la densid del mezzo si suppone compenetrata, come divisorey ndle 
component! di pressione X^, X^y etc. 

Osservando, in primo luogo, che per ogni funzione del parame- 
tro Sy qual'i appunto ciascuna compooente di pressione, sussistono le 
relazioni simboliche: 

A — /A A— A A— A 

& scorgt immediatamente cfie le tre equazioni del moto sono riduci- 
biir aAa fonna sempUcissima : 

dX,,d'u ^ dY,^d'v dZ, ^ d'w^ 



dove ie qiuntid 

X, ^ IX, + mXj-\- nX^, 

sono le componenti della pressione che si esercita sul piano d'onda ; 
' e queste tre equazioni sono, alia loro volta, surrogabili dall'unica 

d(aX, + bY,+ cZ,) , d*(fl« + *t; + cw) _ 

d~s + a? -°' 

dove fl, by c sono tre costanti arbitrarie. 

In secondo luogo h da notarsi che, dalle ammesse forme di Uy 
t;/ «/, seguono, per le componenti di deformazione; Irf espressioni; 
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;^ = ««;,, Xy = lv, + mu^, 
talchi, denotando con IL il potenziale d 'elasticity, cio& ponendo 



K^ ST — -5 — , X^ — 5 — , etc, 



SI puo scnvere 



'~ \dx^du^'^ dx^du^'^ dx^duj~ du/ 



cio^ si ha 



'~ dtt/ ^~ dv^' '~ dw\' 
donde : 

/an' , air , an' \ 
a /an' , an' . an' \ 

dove n' k cio che diventa n quando al posto di x, , x^ , etc. si sosti* 
tuiscano le quantity costanti 

yy = fnb, K:, = fta + Ic, 
:(^z=znc, x'yZ=ilb -\' ma. 

L'equazione diffcrenzialc ottenuta pifi sopra puo scriversi pertanto cosi : 
d'Cau + bv + cw) d* /dn' , dW , dW \ 

- — a? ' =-d?[-d7'*-^-dF'' + -d7V ' 

In terzo ed ultimo luogo si osservi che per ricavare da quest'u- 
nica cquazione un sistema equivalente a ^ello delle tre equazioni del 
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motOy basta assegnare alle costanti a, b^ c (le quali vi entrano sea 
in fonna lineare ed omogenea) tre successive teroe di valori indi] 
dend. Ora questa triplice determinazione indipendente pu6 otteoersi 
troducendo una nuova incognita F e stabilendo le equazioni : 

(-*) 17='"". W-"'^- ^^ = '"'. 



le quali son quelle stesse cui condurrebbe la ricerca degli assi delta f 
drica an' = I, se si considerassero le variabili a, h, c come coo 
nate d'un punto dello spnzio. Questa quadrica, il di cui centre ii 
rorigine, h un ellissoide quando il potenziale 11 h positivo ; in tale i 
tesi , adunque , Tincognita V^ ammette tre valori positivi (dipendi 
da /, tHy n), generalmente distinti , e rappresentanti i quadrati invi 
dei semiassi del detto ellissoide. Per ciascuno dei tre sistemi di val 
corrispondenti delle quantiti P, «, i, c (alle tre ultime delle quali gi< 
assegnare il significato di coseni di direzionc dei rispcttivi semiassi)^ 
' quazione differenziale si riduce alia fomia : 

d*(au + bv + civ) -^, d'(^tt + bv -f cw) 

d? ~ ^ d? 

e possiede quindi il ben noto integrale generale 

au + bv + cw = <f(s — Ft) + ^{s + Ft), 

dove 9 e ^ sono simboli di funzioni arbitrarie e dove a, b^ c sot 
coseni di direzione del semiassc die ha perinisura Tinversa della vc 
cit^ di propagazione F. 

II primo membro deirequazione testi ottenuta rappresenta la cc 
ponente di spdstamento nella direzione del detto semiasse : se qui 
si designano per poco con a, fs\ a" Ic tre componenti analoghe e i 
(fl, b^ c\ {a\ b\ c'), (fl", b'\ c") i coseni di direzione dei semi; 
cui queste componenti si riferiscono, si ha 

v = bG + b'(7' + b"<7'\ 
w = C(7 -i- c'a' + C"(7". 
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La risposta nl problema & pertanto qucsta : Qualunque sia il piano 
d'oiiJa, h possibile la propngazione, in amendue i sens:, di tre distinte 
onde a vibrazione rettilinea, con tre distinte velociti di propagazione; 
le direzioni delle tre corrispondenti vibrazioni formano una terna orto- 
gonale, la di cui orientazione, del pari che le grandezze delle tre velo- 
citi di propagazione, dipendono daU'orientazione del dato piano d'onda. 

Fissando ora Tattenzione sull'onda plana corrispondente ad uno 
dei tre moti rettilinei possibili, per esempio a quello che h definito da 

bisogna stabilire il concetto di ci6 che deve intendersi per raggu). 

Questo concetto e da fondarsi, a mio awiso, sopra una proposi- 
zione che spetta alia tcoria generale delle pressioni; ed h la seguente : 

Se i un punto d'un mezzo elastico e Q una retta qualunque 
uscente da esso, esiste senipre una ed una sola altra retta J?, uscente 
dal medesimo punto 0, tale che le pressioni agenti su tutti gli de- 
menti piani co', condotti per questa seconda retta J?, sono normali alia 
prima retta Q, 

Si conduca infatti per Telemento piano <o normale a Q e sia 
R la retta secondo cui agisce la relativa pressione. Si consider! uno qua* 
lunque degli elementi piani <o' passanti, in 0, per questa retta R. In 
virtCi d'un teorema notissimo, la componente normale ad a> della pres- 
sione su co' i uguale alia componente normale ad a>' della pressione 
su (0. Ma questa seconda componente 6 nulla, per costru:(ione; dunqae 
h nulla anche la prima^ cio^ la pressione suU'elemento a>' i diretta nor- 
malmente a Q. La cercata retta R ^ dunque quella secondo cui agi- 
sce la pressione suU'elemento piano normale a Q e, merch lo stesso 
teorema di reciprocitil invocato dianzi , si riconosce molto £icilmente 
non esservi alcun 'altra retta che goda della medesima proprietik. 

Se alia retta Q si attribuisce la direzione del moto che siverifica 
in 0, si conclude dalla proposizione or ora stabiUta che esiste sempre 
una retta R tale che , attraverso ogni elemento piano condotto per 
essa, non ha luogo veruno scambio di cnergia, nelrintomo del punto 
considerato. 

Ci6 premesso, si assuma come direzione di Q^ in tm fio 
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deU'onda, la dirczione del moto locale, cioi quelU che i definitadai 
coseni a, b, c^ e si detenuini la retta d'azione R della pressione sul- 
relemoito piano a> normale a Q. La dirczione della retta R i qudb 
del raggio. Essendo infatti questa direzione dovunque la stessa, pokbi 
le cooiponenti di pressione non variano , daU'uno all'altro puota dcUp 
spazio iuvaso daU'onda, se non per un fattore comune a tulle (ch^i 
la derivata di a rispetto ad 5), ogni porzione del mezzo comemita in 
una superficie cilindrica colle generatrici parallcle aUa retta R noo pcfde 
ni acquista energia da parte del mezzo circostante. Ora e appunto que- 
sta la proprietil che intrinsecamente caratterizza ci6 che deve chiamaisi 
il raggio limitato da quella superficie cilindrica. 

Tale h anche la costruzione cui perviene Kirch h off; seBOPcW 
sembra opportuno ch'essa apparisca giustificata da una considerazione 
generale, qual'& quella che precede, tendente a stabilire a priori I'e^ 
sttnza necessaria della direzione R. 

Le component! di pressione suU'elemento piano test6 denomiDalo 
tt sono, per Tonda considerata, 

X^a + Xyb + X^Cy etc. 

e sono quindi proporzionali a 

djc;; di '^ dx; di "^ dx; TT' ' 



che h quanto dire a 



dir dir dir 

dl ' dm' dn ' 



i coseni di direzione del raggio R sono dunque proporzionaU » cag|e 
conclude Kirchhoff, a queste tre ultime quantity. Ma ad esse 9^ 9e 
possono sostituire tre altre, molto pi^ significative : ed & in tale %o$!itji|- 
zione che principalmente consiste il teorema annunciato al priacipio di 
questa Nota. 

Dalle equazioni (A)^ per essere II' funzione omogeoea e quf4i]a- 
ttca dei tre coseni a^ by Cy si deduce 

2 n' = y\ 
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epper6, derivando rispetto ad /, 

dl ■•■ da dl '^ db dl'^ dc dl~ dr 
Si ha dunque 

djr_ ar ^^y^ an^_ ^ar 

dl ~ dr dm— dm' dn '^ dn* 

giaccli6 tutti gli nitri termini scompajono In virt6 delle stesse equa.- 
zioni (A) e della relazione fra i coseni a^ b^ c. Si pu6 per consegueoxa 
nffermare che : i coseni di dire:^ione del raggio Rjono propor7;hn(di dlU 
quantita 

^^ dr dm' dn 

Dalle equazioni che preccdono, per essere 11' funzione omogenea 
e quadratica di I ^ in ^ n q per Lt gii notata eguagliaza 211' = P, si 

ricava inoltre 

dy.,dv ^dv J. 

dunque : F h fun:^ione omogenea e di /° grado (in senso eulerjano) delh 

Ire quanlita /, w/, n, Ne risulta che daU'equazione 

Ix + my -\- n:^=z V^ 

rappresentante il piano generico d'onda, nella posizione ch'csso occupa 
dopo un'unit^ di tempo dal suo passaggio per rorigine, si passa a quella 
deH'inviluppo di tutti i piani analoghi, eliminando /, m, n fra le tre 
derivate dell'equazione stessa rispetto a questi parametri , cio& fra le 
equazioni (di grado ^ro rispetto ad /, iw, n) : 

frs dr dV dV 

(O ^ = -, j. = ^, ^ = ^^. 

Ora queste equazioni definiscono il punto di coniatto 4dl*i|B 
piano generico (/, m^ ri) : basta dunque confrpoQurlf i 
Rmd, Qrc, MaUm.^ t, V, parte i^-*Sumpato il 15 giopw 



iU 
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(B) per concludcre scnz'altro che: ii puttio di cmlaiio deltimmb^fo c 
ciascun piano d^onda si trova sempre si$l raggio corrispamkmU a qn 
sto piano. 

Questa propried fondamentale viene cosi ad cssere staUliu sen 
hr inrervenire Tequazione esplicita delta superfide d'onda : essa i re 
indipendente dalla trasversaliU dcUe vibrazioni e sussiste tal quale d 
mezzo elastico piii generale possibile. 

La propried delle funzione F(l y tn , n) d'essere omogenea e ( 
l^ grado in I, m, fi, essenziale per la deduzione che precede, divem 
del turto intuitiva, se si guarda alia forma dell'equazione cabica d 
deve determinare V*. Quest'equazione , risultante daU'elimtnazicHie ^ 
a^ by c bzXt xxt equazionl {A)^ ha la forma: 



iP) 



L—r 

Af 



hP 

Af— P 

L 



M 
L 

N— F* 



= 0, 



dove Ly My Ny L, My hP sono sei funzioni omogenee e quadradcb 
delle sole variabili I, nty n: la quantity r'non pu6 evidentemente no 
essere omogenea con queste sei funzioni. 

Queste ultime si possono ridurre, con facili operazioni, alia form 
seguente : 



. d^n" . . ^,, ,,_ . d*n" 



T — i- -L J. y" Tf « 



dmdn 



-4- -7" 



dove n", X'l^y Xyy etc. sono espressioni formate cogli argomenti 






y; = m\ ;c;' = «•, 



y^'=z2mVy :('^:=2nl, XjZ=z2lm 



come n, X^y X y etc. sono formate cogli argomenti x^y x^y etc. 

L'equazione effettiva della superficie o'onda si pu6 subito otte 
nere, senza artificio veruno> in coordinate plucheriane ^, in, K, definit 
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dall'equazione 

^x + yiy + K^+ 1=0. 

Confrontando infatti quest'equuzioac con quclla del piano d'onda , 
si ha 

/z=-n, ;//=-r>j, n=z—yT: 

c Tequazione tangenziale in'discorso puo quindi gii scriversi, in fonua 
implicita^ cosi : 

^(5,,,, 0+1=0. 

In forma csplicita essa si ottienc scrivendo in (/)) : ^ ^ y) , ^ , i al pa- 
ste di /, ///, n^ V^ rispectivamente. La superficie d'onda nel mezzo ela* 
scico piu generale h dunque della 6^ classe. 



Pavia, 23 nuggio 18^1. 



E. Beltrami. 
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CENNI INTORNO A LA VITA E LE OPERE 

DI FELICE CASORATI; 

(li Gino Loria, in Geaova. 



Dalla Bibtiotheea Malhtmatka di G. E n c s t r A ni , ruovj serie, t. V, 1891, p. \ 
Con aggiunte dclVAutore. 



Ua. thai Kuan Hisht 
(II tbt wdcU, Tku w» 



Da Francesco Casoraii —medico ^regio ta cui effi^ie « 
stcDIe tutiora m uno degli atri deirUnivt^rsitili di Favia serve a rico 
dare ai poster) rinsegnamento della Clinica inedica da tui a varie r 
prese ivi impartito — nacque a Favia U 17 dicembre 183; il Matenii 
tico illustre della cui opera scicntifica, colln irepidazione di un amm 
ratore e la venerazione di ud discepolo, mi accingo qui a tracciare 
lai^hi tratti t contorni. 

Non lo s^uiremo n^li studi che Egli fece nel Ginnasio, ncl Liceo 
neirUniversitit della ciiti in cui ebbe culla e costante dimora; quanto ta 
studi siano stati fertili di risultjti k sutlicienteiiientE dimostrato dal siio pr 
mo lavoro (chc porta la data del j luglio 1856) ove noii i: difficile scorgci 
in embrione quelle doti eininenti possedute da tutte le posteriori scritcui 
del Casorati. Ottenuto nel 185 6 il diploma di ingegnere carchitciu 
^li venoe immediatamente scelto da F. Brioschi come proprio ass 
stente,el'aano veniente, dictro accordi stabiliti fra questo e A. Bordon 
fu tosto elevate al gtndo di professore supplenie di Topogratia e Idromi 
tria ncirUniversiti Pavese. Dopo avcre ivi professato I'anno di poi I'ali 
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Geodesia, il nostro Matematico fu destinato nel 1859 a insegnare nello 
stesso istituto, col grado di professore straordinario, TAnalisi algebrica 
e la Geometria analitica. E due anni dopo ottenne la promozione a 
professore ordinario delle stesse discipline : col quale grade nel 1863 
egli succedette al Mainardi nella cattedra di Calcolo infinitesimale , 
cattedra che egli illustro fino al termine (11 settembre 1890) della sua 
troppo breve esistenza. Nel frattempo Egli fece altri corsi di lezioni su 
la Geodesia e TAnalisi superiore neirUniversiti di Pavia (1865-1868) 
e nel R. Istituto Tecnico Superiore di Milano (i868-i875)(*). Ma negli 
ultimi anni della sua vita, Egli abbandono tutte quelle occupazioni ca- 
paci di distrarlo dalla Scienza pura, sicchi, a partire dal 1875, la sua 
attivita didattica si concentro negli insegnamenti di Calcolo infinitesi- 
male e Analisi superiore che per debito d'tifficio doveva impartirenel 
patrio Ateneo. Se alle date precedenti, le quali segnano altrettante tappe 
nella carriera del Casorati come insegnante, si uniscono quelle che 
recano le sue produzioni scientifiche, si avri la coUezione completa dei 
momenti importanti della sua vita : chi altri non ne pu6 ofFrire un*e- 
sistenza occupata esclusivamente del ricercare , scoprire ed esporre le 
veriti matematiche. 

Quanto elevata ed efficace fosse Topera del Casarati come in- 
segnante, lo dicano i numerosi discepoli che Egli per tanti anni e con 
si costante sollecitudine ha eccitati e guidati nella ricerca del vero; i 
quali tutti ricorderanno la diligenza somma che Egli poneva nel ren- 
dere chiari i concetti piu astrusi e le consideraz'oni piii delicate che la 
raodema Analisi presenta ; tutti potranno attestare come ogni lezione 



(*) Gli 6 appunto a questo perioJo che appartiene quel corso parallelo di 
lezioni che nciranno scolastico 1868-1869 fu dato da Brioschi, Cremona 
e Casorati sulla Teorii delle funzioni cllittiche e abeliane, nelle quali tale 
teoria fu svolta risp. secondo i doncetti di Jacobi, di ClebscheGordan, 
c di Riemann. Rimandando il Icttore per pi£i niinuti ragguagli airaccurata 
Rela:^ione fatta su tale corso da A. Armenante e G. Jung (GiamaU di 
matemaliche^ VII, 1869, 224-23 0« ^^ limitiamo a far noto come il Casorati 
abbia diviso le proprie lezioni in tre gruppi ; trattando nel primo dtlle faflriwri 
monodromc nel modo adottato nella sua Teorica delle fun^iotU eU wuriMU € 
nel secondo delle funzioni polidronic dal punto di vista propugnato dal " 
nel terzo delle superficie di Riemann e degli integrali Alef 
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dd Casorati fosse perfetta in ciascuna sua parte , come il tenu 
essa trattato venisse contemplato in tutti i suoi van aspetd sicchi V 
scoltatore ne traeva una cognizionc completa ; chc se i discepoli piA tar 
o meno vogliosi potevMno talvolta secjnalaro fira certe lezioni e le succe 
sive dei passaggi troppo rnpidi, i pii!i valorosi trovavano appunto hi d 
eccitamento a riccrche individual!. Sotto la veste dell'insegnante, qtiani 
e forsc pill che nell'attitudinc da Lui assunta come scienziato, il C; 
sorati si ninnifest6 uno dei piii strenui campion! di qucirindirizzodeg 
studi annlitici odiem!, che trova in Riemann il suo pi& iliustrert] 
presentante, segucndo il quale Tespositore di una dottrina ha per fin 
costante il surrogate , per quanto s! possa , il ragionamento al cal 
colo , la logica senza simboli al cieco meccanismo deiralgoritmo al 
gebrico. 

Un uomo di ingegno cosi spiccatamente originale quale fu Felic 
Casorati non poteva certamente aJattars! al compito di colui che ia 
segna una scienza quale gli fu trasmessa da' suoi predecessor!; ond'E 
gli rappresento spessissimo una parte diametralmente opposta. Molte < 
important! innovazioni vennero da Lui apportate ai metodi usati di coa 
sueto per trattarc gli argomenti che doveva svolgere nelle sue lezioni; 
di molte scoperte egl! rinvenne in qiiesto lo stimolo, tanto che sem- 
bra lecito affcrmare chc nessuno degl! insegnamenti a Lui affidad Ic 
lasci6 indiHf'erente : ed c appunto in grazia di questa preziosa fiicolti 
di interessarsi vivacemente per tutto che era chiamato a professare, ch< 
a Lui fu concesso di far progredire tanti rami di Matematica, pura e appli- 
cata. Quant! e quali siano il lettore potrA facilmente rilevare percorrendc 
r Elenco delle sue pubWicazioni posto in fine di questi brevi Cwfifi(*), 



(♦) A sostcgno di alcunc asser/.ioni del testo, credo opportune riportare k 
segucnti parole del Prof. (». ('olonibo, persona, per U competenza tecnia 
c raniicizia col Casorati, piu d'ogni altra in ;:fadj di pronunciarle : « loavevj 
creduto per diversi iiidizii di riscuiitrare in lui uiu grande attitudine ad alleare 
la scicn/a pura alle questioni che present.i la pralica : attitudine deHa quale sono 
un escmpio i suoi studi sugli strumcnti ottici ; e allora , convinto che il primo 
bisogno di una scuola d* inj^egneri sia di impartire Pinscgnamento scientinco it 
un grado ele^ato bensi, ni.i sempre coirocchio alio applicazioni del la pratica, Ic 
aveva eccitato a studiare la nieccanici applicata alle niacchine, per preparare un 
corso di teoria di niacchine, chc Hgli, colla sua grande coltiira scicniifica, avrcbbi 
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Noi vogliamo soltanto osscrvare con Fonienclle (*) che : « Ceux 
qui ne voient les Mathi^matiques que de loin , c'est-i-dire qui n'en 
ont pas de connoissance , peuvent s'imaginer qu'un G^omitre, un 
M^chanicien, un Astronome , ne sont que le mSme Math6maticien; 
c'est ainsi h peu pris qu'un Italien, un Frangois et un Allemand pas- 
seroient i la Chine pour Compatriotes. Mais quand on est plus insiruit, 
et qu'on y regarde de plus pris, on sgait qu'il faut ordinairemeot un 
homme eniier pour embrasser une seule partie des Math^matiques dans 
toute son etendue, et qu'il n'ya que des homnies rares et d'une ex- 
treme vigueur de genie qui les puissent embrasser toutes i un certain 
point ». 

Tutti i lavori del Casorati sono redatti con somma accuratezza 
e con quel fine senso artistico di cui a torto taluno crede possa for a 
meno chi scrive di argomenti scientifici; essi si distinguono non solo 
per 1 'origin aliti\ delle idee e per la scelta dei metodi di cui lasempli- 
citk dissimula la potenza e la grandezza, ma anche per la scrupolosa 
esatrezza nei dati bibliografici e storici; non solo per I'eleganza anali- 
tica, ma anche per la perfezione del dettato, per quella rara precisione, 
quella forza di espressione che sembra propria unicamente di chi do- 
niina completamente il proprio soggetto. 

Una disamina completa e profonda di tutte le produzioni del no- 
stro Matematico non trovcrebbe qui sede opportuna; ad essa del resto 
sarebbero imparl le mie esigiie forze; ma non debbo nh voglio passare 
sotto silenzio I'indicazione di alcuni almeno fra i concetti ivi sparsi che 
mi sembrano dotati di maggiore originalita e destinati a rimanere. 

Far6 cenno anzitutto di alcune idee emesse dal Casorati ne* suoi 
verdi anni, quasi all 'alba della sua carriera scientifica, e che gli ofFri- 



potuto svolgere magistralmente. Egli aveva accolto con entusiasmo Tidea e si era 
gii accinto con ardore a questo studio, cos'i nuovo per lui, quando fu richiamato 
al patrio Ateneo; nia io non ho alcun dubbio che egli , se avesse potuto conti* 
nuare in quell'indirizzo, avrebbe potuto raggiungere nella scienJA applicata quella 
stessa altezza che tocc6 nella scienza pura » {Discorsi pronunciati ai funeraJi di Fd- 
1 ice Casorati, Pavia, 1 3 settenibre 1890; p. 9). 

(•) Si vegga VElo^e de M. de la Hire (Eh^es des Acadhniciens, La Haye, 
MDCCXL, t. II, p. 28. 
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rono il tema anche per pnrecchie fra le sue ultime pubblicaziooi (^ 
("* 5» 39» 40, 41, 4 J, 44). Egli, fin dal 1863 e per primo , osserv6 
come il teorema di Jacob i affemiante rimpossibiliti di funzioni d'uoa 
sola variabile dotate di piCi di due period! o anche di due soliperiodi 
in rapporto reale ma incoaiuiensurabili fra loro (**), dovesse interpretani 
in un senso piii ristretto del consueto, applicarsi cioi unicamente aUe fim- 
zioni aventi per ogni valorc della variabile un numero finito di valori; in 
conseguenza Egli credette di propugnare Tintroduzione ncirAnalisi e con- 
sigliare lo studio delle funzioni molteplicemente periodiche credute a torto 
impossibili. Se non che il pubblico niatematico — per ragioni chesarebbe 
assai malagevole indagnre — rimase inditferente a questo invito; in conse- 
guenza, diciannove anni piu tardi Egli ritenne conveniente di ripeterlo con 
maggior insistenza sorreggendo le sue argomentazioni con nuove consi- 
derazioni (cito, come singolarmente importante, quella delle superficie di 
Riemann ad infiniti strati) e con esempi pi£i persuasivi in grazia dd 
loro intrinseco valore. E credo di non andare errato affennando che 
gli sforzi perseveranti del Casorati ricevettero il premio che merita- 
vano; dopo che Weierstrass (***) prosciolse le funzioni a infiniti va- 
lori dell'ostracismo che scmbrava gravare su di esse, esse devono con- 
siderarsi come facenti parte integrante delPAnalisi, e ci sembra sarebbe 
compiere un atto di semplice giustizia il chiamarle d'ora in poi col nome 
di funzioni di Casorati, 

Dir6 in secondo luogo dell'idea (v. la meinoria n° 31; cfr. anche 
i n' 33 e 34) di estendere al campo complesso Tordinario Calcolo delle 
diiferenze finite^ idea attuata col mezzo di parecchie interpretazioni delle 
formole proprie di questo calcolo. Nclla prima e forse pii importante 
di queste interpretazioni, alia variabile indipendente subentra la funzione 
log (jK — jc,), ove jc i la variabile indipendente e :c, i il centro di una 



(♦) I numeri in parenicsi si rifcriscono scmpre alPEIenco delle pubblicazioni 
dato qu\ apprcsso. 

(••) Lo si Icggc nclla celcbrc nicmoria intitolata De fufutron/biis duarum ivi- 
riabiUtttn quadruphciter periodjcis, qitibus theoria transcendentium Aheliofiarum innititur, 
(Journ. fur Mathcm., XIII, 1S32). 

(•••) K. W c i e r s t r a s s , Abhandltin^en mis der Funkthnentheorie (Berlin 188 5), 
p. 182, nota. 
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corona circolare, campo comune di tutte le funzioni considerate; allc 
costanti subentrano le fiin:(tom monotrope ntlla corona (tali cioi che ri- 
pigliano lo stesso valore quando la variabile descrive nella corona un 
camcnino cliiuso). Mediante queste sostituzioni ogni teorema o formola 
concemente il Calcolo delle differenze finite o il siio inverse di un teo- 
rema rclativo a funzioni di variabili complesse. Le conseguenze alle quali 
in tal modo si giunge permettono di estendere o almeno porre sotto 
nuova luce teorie importanii gii note; le frequenti citazioni fatte dal- 
Tautore, coU'ordinaria sua scrupolosa precisione, di scritti dovuti a Pui- 
seux, Hermite, Jordan, Fuchs, Mittag-Leffler, Picafd 
e altri basterebbero da sole a mostrare che le ricerche in questione , 
lungi dal formnre un gruppo isolato, vengono aU'opposto ad allacdarsi 
con altre ben note su lo eqiiazioni differenziali e le funzioni periodi- 
che; nc posso tacere come io abbia creduto ivi ravvisare Tinfluenza sul 
C a s o r a t i esercitata dalle geniali ricerche sul calcolo delle operazioni che 
tanto occuparono i geometri inglesi verso la meti del nostro secolo (*). 
£ niio obbligo arrestarml dipoi sul primo lavoro del Casorati 
relativo alia Geometria ditferenziale (n** 4) , il cui scopo i di esporre 
un modo di trovare le equazioni fondamentali per lo studio di quelle 
proprieti delle superficie (chiamate dall'autore assolute) che non si per- 
dono quando queste vengono trasformate per flessione; questo modo 
consiste nello studio metodico delle trasformazioni della forma diflferen- 
ziale quadratica rappresentantc Telemento lineare della superficie^ stu- 
dio fatto coirintento precipuo di determinare quali funzioni dei coef- 
ficienti di questa forma godano (come la curvatura inUgra di Gauss) 
di proprieti invariantive. Ora chi non ravvisa in questo modo Tindi- 
cazione di quella via, riconosciuta poi come la piii piana^ diretta, gene- 
rale eppero preferita dai piu recenti e migliori espositori della Geome- 
tria difierenziale, via che inoltre men6 a tante capitali ricerche intbmb 
alle proprieti delle forme differenziali quadratiche (**)? 



(*) Cfr. in particolare parecchi dei Mathematical tmtings of D. F. G re gd ry 
(Cambridge, 1865) c specialmente la memoria iniitohtSL Defnonstrations of tbearems 
in differential calculus and calculus of finite differences, 

(**) L'importanza di questo lavore fu riconosciuto anche da un giudice di 
insupcrabile competenza : si veggano !e celebri Ricerche di andlisi appJicaia alia g$Q» 
nutria del Beltrami. 

Rend, Circ. Matem.^ t. V, parte i.* — Stampato il 15 giugno 1891. )i 
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L'affinid di queste ricerche con altre di molto posteriori mi cos- 
siglia a fiir ceono qui degli scritti (n* 47 e 48) ove il Casorati s 
i occupato di una nuova definizione della curvatura ddle superfide. 
Scambio di assumere, come Gauss, quale misura della curvatnn di 
una superfide in un suo punto, il prodotto 

degli inversi dei raggi principal! di curvatura, il nostro Autore 
la fimzione 



^-^[k-^Tj- 



A quali critiche si presti la curvatura Gaussiana e quali ragioni miK- 
tino a fiivore del cambiamento proposto , il lettore rileverl dai bvori 
originali : io mi limito qui a ciure il piii valido fra gli argomcnti id- 
dotti, cio& che secondo la nuova definizione il piano appare come Tu- 
nica superficie di curvatura nulla in ogni punto, il che non accade giusta la 
definizione di G a u s s. Che per6 quest'innovazione trovi d^li oppositori, 
risulta da quanto il Casorati stesso asserisce nella seconda delle scrittmc 
in esame, e del resto h facile renders! ragione della presenza di essi osser- 
vando che, per quanto finora si sa, la nuova curvatura non possiede alcnoa 
cospicua proprieti^ pari in importanza a quelle scoperte da Gauss nel- 
I'antica e che, adottandola , ad esempio un paraboloide dlittico e on 
paraboloide iperbolico con eguali sezioni principali avrebbero nei ver- 
tici la medesinia curvatura. Quindi assai ragionevolmente il Casorati 
(ndla seconda publicazione suirargomento), dopo avere ossovato come 
per conoscere appieno la curvatura di una superficie in un punto fiic- 
ciano mesticri due numeri (due funzioni simmetriche dei raggi princi- 
pali di curvatura)^ fini per liniitare i suoi desideri a vedere la curva- 
tura C considerata assieme e posta alio stesso livello della curvatura G 
e delU curvatura media 



«=Hi+i)- 



Ma quanto pi& facilmente Egli avrebbe raggtunto il suo intento se 
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avesse fatto conoscere quelle « ricerche di geometria nascenti dal- 
I'csposto concetto dl curvatura » e le « question! di fisica e meccanica 
nelle quali la misura C si presenta naturalmente » ! 

Poich^ la deficienza di spazio esige che io sorvoli su altre produ- 
zioni di Casorati, che pur meriterebbero onorevole menzione — ad 
esempio quella (n° 29 ; cfr. n° 46) in cui viene fatta conoscere una 
forma nuova sotto cui possono scriversi le equazioni degli assintoti di 
una curva algebrica, forma alia quale sarebbe doveroso concedere Tac- 
cesso in ogni esposizione delle applicazioni del Calcolo infinitesimale 
alia Geometria — osserver6 in generale come Egli durante tutta' la sua 
esistenza abbia preso parte attiva alle ricerche che successivamente in- 
teressarono la generality dei matematici. Lo provano i suoi scritti pro- 
vocati dalla Theorie der Abe I'schen Functionen di Clebsch c Gordan 
(n' 6, 10, 11) e dalle Vorhsungtn fiber Geometric di Clebsch (n^ 24), 
nonch^ le contribuzioni da lui arrecate alia modema teoria delle equa- 
zioni differenziali (n* 16, 17, 20-23, 25"^8, 30, 32-3 j, 37, ecc.)ele 
aggiunte da lui fatte alle investigazioni di Weierstrass e Mittag- 
Le f f 1 e r sulla teoria delle funzioni di una variabile complessa (n° 38) (*). 
Lo provano eziandio gli argomenti da Lui scelti per i suoi corsi di 
Analisi superiore, fra i quali incontriamo la teoria delle funzioni uni- 
formi con sostituzioni lineari in sh stesse, quahdo il Poincar£ ne 
dimostr6 luminosamente I'eccezionale importanza, e la teoria delle so- 
stituzioni, quando una traduzione icaliana della Subsiiintionsiheorie del 
Net to trasse dall'oblio e rimise in moda questa bella disciplina. Lo 
prova da ultimo il tema da Lui svolto nell'orazione che pronunzi6 il 
4 novembre 1873 nell'Universiti di Pavia in occasione della solenne 
inaugurazione dell'anno scolastico 1873-74 (**)• 

(*) A mcttere fuori di questione il valore che possiedono queste ultime ri* 
cerche , 6 sufficiente rilevare come esse avessero condotto ;il Casorati alia 
scoperta del celebre teorema che oggi porta il nome del M i 1 1 ag*Leff ler. 

(**) II soggetto di questo discorso era duplice: anzitutto il Casorati par 16 
piuttosto lungamente del B r d o n i , e poscia, traendo occasione dai lavori geo* 
nietri di questo, delle piii recenti indagini geotnetriche e in particolare delta Geo- 
metria non-euclidea. Questo discorso non fu pubblicato, n^ completaniente n^ in 
frammcnti, e non se ne ^ rinvenuta alcuna traccia neppure fra le carte deU'Estinto; 
da esse vcnnc estratto uno studio (tuttora inedito) sul B o r d o n i che venne ofierto 
a I B r i o s c h ! in occisione del suo giubileo. Q.ueste notizie mi furono comuni* 
catc colia loro consueta cortesia dai Professor! Beltrami e G« A. MaggL 
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Se le memorie scientifiche del Casorati hanno £itto apprezzan 
le sue non comuni doti di investigatore geniale nella strctta cerchia d 
persone che si dedicano per professione alle matematiche supcriori (^, 
a divulgare la sua riiiomanza dt espositore e di erudito contribui assai 
potentemente la famosa Teorica dclle funiioni di variabili compUssi^ 
opera che, per dirlo con le parole di un granJe scienziato (^) € abi- 
lita a fare con tanta minor fatica e in un tempo incomparabtlmente pt£ 
breve quegli studj che prima erano giudicati fra i pi6 ardui delle scieozc 
matematiche »; giacch^ ivi per la prima volta si trovano ri unite in <ir- 
monico connubio le ricerche compiute nella scuola di Cauchy coi 
quelle dovute a Riemann e ai suoi discepoli, connubio il quale pro- 
duce una teorica di ammiranda simplicit;\ ed eleganza. Per6 essa anon 
h soltanto una mirabile sintesi degli ultimi e grandiosi progress! dell'A- 
nalisi, ma k eziandio un lavoro originale, sia per la nuova maniera di 
coordinare teorie di una sorprendente ampiezza, arduitii ed importanza, 
sia per la novit^ dei teoremi e d'ingegnosi concetti , dovuti alle pro- 
prie speculazioni dell'autore » (***). 

Sventuratamente quest'opera fu publicata soltanto in parte : un se- 
condo volume doveva seguire quello che possediamo e contenere, fira 
Taltro , la teoria delta superficie Riemanniane (****) e le memorabili 
ricerche di We iers trass e Mittag-Leffler sulle funzioni uniformi 
di una variabile complessa. II Casorati, che tin dal iS68 ne aveva 
in parte preparati i material!, continuo a lavorarvi (credianio anzi che 
alcune sue posteriori scritture traggano I'origine loro da tale occupozione); 



(^) Quanto alumente esse siano state valutate 6 posto in cviden7.a dai nu- 
tnerosi sodalizi scicntifici, Italian! c stranicri che vollcro il Casorati ascntto 
frt i loro membri. Senza arrestamii a fame rcnumcraxione, voglio qui ramnien- 
tare soltanto come egli abbia fatto parte del Consiglio direttivo del Circolo Mate" 
mutko di Palermo o alia creazione del quale egli ha tanto applaudito ». 

(••) Cremona, Rendiconti del R. Istituto Lombardo, !» , 1868, p. 42 \, 

(•*•) Cremona, 1. c, p. 421. 

(••^ Per persuadersi quanta luce proietterebbe il II ' volume delU Teorica su 
questo importante argomento, basta riflettere che al Casorati si deve Tidea 
ingegnosissima di riguardare una superficie di Riemann come un sistema di 
reti d* indefmita fme^j^a sovrapposte, idea che toglie gran parte delle ditlicolti che 
offirc il conccpire che i diversi strati si attraversino. 
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ma, sin per non avere questo secondo volume raggiunta quella forma di 
perfezione ideale che Egli vagheggiava, sia pel desiderio che lo pungeva 
di rimaneggiare completamente il primo volume, Egli non si decise mai 
a licenziarlo per la stampa. Tuttavia non h destituita di fondamento la 

• 

speranza che, ove gli eredi dell'lUustre Scienziato vogliano esaminare con 
pietosa cura i manoscritti esistenti, troveranno modo di rendere in pari 
tempo un segnalato servizio ai cultori deirAnalisi e un ultimo tributo 
d'aflfetto a Lui, col far si che la Teorica delh furiT^ioni di vartabili com- 
plcsse cessi di far parte delta collezione (ahlmi ! troppo numerosa) di 
opere matematiche pubblicate incompiutamente. Con tal voto chiudo 
questi Cenni : ai quali vorrei infondere la virtii di spingere quei pochi 
che ancora non conoscono direttamente i lavori del Casorati a stu- 
diarli con quell 'attenzione di cui essi sono tanto degni !^ 



Elenco delle publicazioni scientifiche di FELICE CASORATI. 



1. Intorno la integrazione delle funzioni irrazionafi 18*56 

Antidli di scim:^e matematiche e fisiche, VII, 1856. 

2. Sulla trasformazione delle funzioni ellittiche 1857 

AnnaJi di scien:^^ matematiche e fisich:, \^TT, 1357. 

3. Intorno ad alcuni punti della teoria dei minimi quadrati. 

[Incompleto] 1858 

Annali di matematica, I, 1858. 

4. Ricerca fondamentale per lo studio di una certa classe di 

proprieti delle superficie curve ^ . i860, 186 1 

AnnaJi di matematica, III, i860; IV, 1861. 

5. Sur les fonctioris i piriodes multiples 1863, 1864 

Comptes rendus des stances de VAcadimie des Sciences de Paris, 
21 dicembre 1865; 11 e 25 gennajo 1864. 
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6. Alcuae riflessioni relative alia teoria generale dcUc funzioni 

ill variabili afFatto libere, ossia complessc 1866 

RendkonU del R. Isiituto Ijmibardo, III, 1866. 

7. Un teorema fondamentale nella teorica delle discontinuity 

delle funzioni 1868 

KendUonti del R, htituto Lombardo, I,, 1868. 

8. Sopra hi detenninazione delle alteraziotfl nei valori di somme 

c prodotti infiniri, dovute ad alterazioni ncirordinc di ad- 
dizione e moltiplicazione dei termini o fartori 1868 

Rendiconli del R. Isiituto Lombardo, I, , 1868. 

9. Teorica delle funzioni di variabili complesse 1868 

Vol. I. Pavia, Tip. Fusi, 1868. 

10. Le relazioni fondamcntali tra i moduli di periodicity degli 

integrali Abeliani di prima specie 1869 

Amudi di tnaUmatica, III,, 1869. 

1 1 Intorno al numero dei moduli delle equazioni e delle curve 

algebriche di un dato genere. [Assiome al Cremona] . 1869 

Rendiconti del R. htituto Lombardo, 11, , 1869. 

« 

12. Ricerche e considerazioni sugli strumenti ottici 1872 

Rendiconti del R. htituto Lombardo, V,, 1872. 

13. Le proprieti^ cardinali degli strumenti ottici anche non cen- 

trari 1872 

Milano, Tip. Bcrnardoni, 1872. 

14. Teoria, descrizione ed uso di alcuni strumenti to|>ograHci 

a riflessione 1872 

Milano, Tip. Bernardoni, 1872. 

15. Alcuni leoremi sui determinanti 1874 

Memorie del R. htituto Lombardo, IV^ , 1874. 
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1 6. Alcune fomiole fondamentali per lo studio delle equazioni 

algebrico-diflFerenziali di i° ordine e 2^ grado tra due va- 
riabili ad integralc generale algebrico. . . . 1874, 1876, 1879 

Rendiconti del R, Istihtto Lomhardo, VII,, 1874, oppurc AnnaJi 
di Matemaiica, VII,, 1876. Fu anche tradotta in francese e 
publicata nel Btdlelin des sciences mathitnatiques , III,, 1879. 

* 

17. Sulla teoria delle soluzioni singolari delle equazioni difFe- 

renziali 187J 

Rendiconti del R. IsHtuto Lambardo, VI 1 1,, 1875 

18. Sulla r^ola s^uita da Bess el e dal sig. Generale Bae- 

yer, durante la misura del grado nella Prussia Orientale 
per osservare gli angoli orizzontali senza correggerecon- 
tinuamente la linea di collimazione e I'asse di rotazione 
del cannpcchiale del teodolite 1 875 

Atti della R. Accademia dei Lincei, 11,, 1875. 

19. Sui determinnnti di funzioni 1875 

Rendiconti del R, Istittito Lomhardo, VIII,, 1875. 

20. Nuova teoria delle soluzioni singolari delle equazioni diffe- 

renziali di i"* ordine e 2® grado tra due variabili .... 1876 

AUi della R, Accademia dei Lined, VIII, , 1876. 

Fu anche tradotta in francese e pubblicata nel Bulletin des scien^ 
ces mathimatiques, III,, 1879. 

21. Suite soluzioni singolari delle equazioni alle derivate par- 

ziali 1876 

Rendiconti del R. Istituto Lomhardo, IX, , 1876. 

22. Ricerche sulle equazioni differenziali a primitiva generale 

algebrica 1877 

Memorie della R. Accademia dei Lincei, I^ , 1877. 

23. Nota concemente le equazioni diiferenziali ^ • . 1877 

Rendiconti del R. Istituto Lomhardo, X,, 1877. 
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24. Sulle coordinate dei punti e delle rette nel piano, dei punti 

e dei piani nello spazio 1877, 1878 

Rendiconti del R, Jstitulc Lomhardo, X,, 1^77- 

Ne fu pubblicata una traduzione francese nelle NouveUes ammUes 

de matbhualiques, XVII,, 1878. 

25. Sulle condizioni alle quali deve soddisfare una primitiva , 

affinchi il grado delta corrispondente equazione differen- 

zialc, rispetto alle variabili, riesca niinore del normale. . 1877 

Rendiconti del R, Istituto Lomhardo, X^ « 1377. 

26. Sulla int^azione delle equazioni algebrico-differeuziali di 

1° ordine e di i** grado per mezzo di funzioni lineari . 1878 

Rendiconti del R, Istituto Lomhardo, II, , 1878. 

27. Ricerche sulle equazioni algebrico-differenziali 1878 

Annali di matematica, IX, , 1878. 

28. Nota concernente la teoria delle soluzioni singolari delle equa- 

zioni algebrico-differenziali di 1® ordine e 2® grado. . . 1879 

Memorie della R. Accademia dei Lincei, IIIj, 1879. 

29. Nuova e migliore forma delle equazioni degli assintoti di 

una linea piana algetrica 1879 

Rendiconti del R. Istituto Lomhardo, XII, , 1875. 

30. SuU'equazione fondamcntale nella teoria delle equazioni dif- 

ferenziali lineari 1880 

Rendiconti del R, Istituto Lomhardo, XIII,, 1880. 

31. II calcolo delle differenze finite interpretato cd accresciuto 

di nuovi teoremi a sussidio principalmente delle odieme 
ricerche basate suUa variability complessa 1880, 188 1 

Annali di matematica, X, , 1880. 
oppure Memorie della R, Accademia dei Liticei, Vj , 1881. 
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32. Una formoLi fondamentale concemente i discriminanti delle 

eqnnzioni ditferenziali e delle loro primitive complete • • 1881 

Collectanea niathematica in vtemoriam D, Cbelini, 1881. 

33. Sur la distinction des integrates des ^nations diff&rentielles 

lin(Jaires en sous-groupes 188 1 

ConipUs rendiis des stances de rAcadimie des Sciences 

de Paris, XCII, 1881. 

34. Sopra un recentissimo scritto del sig. L. Stickelberger . 1881 

^ Annali di maltmatica, X,, 1881. 

Tradotto anche in francese e pubblicato a parte dairautore, 

Pavia, Tip. Fusi, 1881. 

r 

35. Generalizzazione di alcuni teorcmi dei sig.'' HermitCi 

Brioschi e Mittag-Leffler, sulle equazioni diflferea- 

ziali lineari di 2** ordine 1881 

Annali di tnatemaiica, X,, 1881. 

36. Osservazioni sui modi comuneincnte usati nelb trattaaone 

di parecchic questioni fondamentali deU'analisi infinitesi- 

male 1881 

Memorie della R. Aceademia dei Lmeei, Vj , i88i. 

37. SuUe equazioni difFerenziali lineari ...;.. 1882 

Memorie della R. Aceademia dei Lined, VI., 1882. 

38. Aggiunte a recent! lavori dei sig*' WeierstrasB e Mit- 

tag-Leffler sulle funzioni di una variabile complessa . 1882 

Annali di maiemaiica, X,, 1882. 

39. Sulle funzioni atialitiche 1882 

Rendiconti del R, IsHtnto Lotnhardo, XV,, 1882. 

40. Sopra il teorema di Jacob i fisguardante la periodidti e 

sopra Tillegittimit^ di una parte delie conseguenxe che Ae 

Rend. Grc. HaUm , t. V, ptne I'^SlimfiM il i* agosto 1891. 3a 
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furono dedotte i 

RendicoHti del R. Istiiuto Lamhardo, XV, , 1S82. 

41. La periodicitik multipla nelle funzioni di una sob variabile. i 

Rindicanti del R, IstitiUo Umhardo, X\l, , 1885. 

42. Sopra alcuni discriminant! i 

RendUoHti del R. Istiiuto Lomhardo, XVIII,, 188$. 

43. Les fonctions d'une seule variable h un nombre quelcon- 

que de piriodcs i 

Acta fnalhetnatica, VIII, 1886, 

44 . Les lieux fondnmentaux des fonctions inverses des iqt^gra- 

les ab^liennes et en particulier des fonctions inverses des 
int^rales elliptiques de 2* et 3* espice il 

Acta mathematica, VIII, 1886. 

45 . Sopra les a coupures » del sig. H e r m i t e, i « Querschnitte » 

e le superiicie di Rieniann^ ed i concetti di integra- 
zioDC si realc che complessa. I : Querschnitte, coupure c 
superficie riemanniana rapptesentativa di funzione alge- 
brica. II : Rami di un integrate definito, considerato come 
funzione di un paramctro, e superficie rappresentativa di 
qucsta funzione. [Incompleto] 1887, i: 

Annali di matematica, XV,, 1887; XVI,, 1888. 

46. Su gli assintoti dclle linee piane algebriche i\ 

Rendicmti del Circolo matematico di Palenno, III, 1889. 

47. Nuova definizionc della curs'atura delle superficie e stiO con- 

fronto con quella di Gauss . i 

Rendiconli del R, Istiiuto Lombardo, XXII, , 1889. 

48. Mesure de la courbure des surfaces suivant I'id^e comnuine. 

Ses rapports avec les mesures de oourbure gaussienne et 
moyenne i 

Acta matbemaiica, XIV, 1890. 
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49. Discorso comniemorativo su Gustavo Pictro Lejeune 

Dirichlet pronunciato da E. E. Kummer i860 

(Traduzione dal tedesco) 
Annali di matewaiica. III, i860. 

50. In memoria di Jacopo Steiner. ..•.,.' 1876 

(Traduzione dal :edcsco) 
Annali di tnatetnatica, VII, , 187 5-76. 

51. Nota di mateinatica purn . ....-•..•• • 1881 

Transunti delta R, Accadema dei Lined, V| , 1881. 
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FORMULl: Dl COIKCIDENZA 



PER LE SERIE ALGEBRICHE oo" DICOPPIE DI PUNTI 



DELLO SPAZIO A n DIMENSIONI; 
Nota di Mario Fieri; in Torino, 



A^amnsa del 34 niAggio 1S91 



I. In uno spazio lineare 5. ad n dimensioni abbiast una serie alg 
brica n volte infinita di coppie di punti P, F. Un csempio di t; 
serie h fomito dal ststema di tutte lo coppie di punti omologhi di di 
spazi 5. , S'^ sovrapposti e rifcriti algebricamentc fra loro. Non si i 
chtede in ci6 che segue, chc la serie data occiipi tutto lo spazio ,5 
in particolare essa potri anche giacere tutta quanta in uno spazio 
neare di dimensione inferiore. — Si chiamcri pnulo doppio dclla sci 
ogni coppia di punti P, P' coincidenti e rcila principale ogni rctia co 
giungente due punti P, P' infinitamente vicini. L'insieme delle rette pri 
cipali i un sistemA oo""' di rag.;!; e i punti doppi sono distribuiti 
n luoghi a 0, I, 2, . . • « — i dimensioni, alcuni dci qua!i, ma nc 
tutti, possono mancarc : di maniera che Ic rettc principali annessc ad i 
punto doppio qualunque di una varieO ad / dimensioni (o -^ / -^.t n — i 
luogo di punti doppi della scrio , costituiscono , ovc quel punto nc 
appartenga anche ad altra varieti analoga di minor dimensione , \ 
cono di dimensione n — i. Ond'i che la totaliti dei punti doppi e de' 
rette principali potri csser considcrata come una varieti ad « — i dime 
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sioni (varieti di coincidence) il cui elemento generatore sia il sistema 
di un punto doppio e di una retta principale annessa al raedesinio. — 
Nella presente Nota si assegnano alcune fra le principali relazioni, che 
legano i caratteri fondamentali della serie, ossia i numeri che esprimono 
quante' coppie di punii P, P' sDddisfimo a date condizioni fondamen- 
tali n-ple, coi caratteri fond;vmentali della varieti di coincidenze^ cioe 
coi numeri che esprimono, quanti sono gli individui di questa soddi- 
sfacenti a date condizioni fondamentali {n — i)-ple. 

Di tali forninlc di coincidcn:^a son notj tutte quelle relative ai casi 
di ?;= I, 2, 3 (*); e pochissime altre relative al caso generale (**). 

I risultaii, che qui saranno otteniiti , discendono dal principio di 
Chasles, djgli ordinari principi intorno alle proiezioni e intcisezioni 
di spazi lineari e dalla proposizione che « se due o pii varieti algebri- 
che date hanno a comune un numero finito di elementi, questo nu- 
mero non muta o diventa infinito , per qualsivoglia cambiamento di 
posizione delle varieti stesse entro lo spazio ambiente » (Princip der spe- 
ciellen Lnge). — NcU'esposizione mi- varr6 dei simboli introdotti dal 
sig. Schubert per indicare le varie condizioni fondamentali, a cui pu6 
assoggettarsi un punto, una retta, una coppia di punti, o il sistema di 
un punto e di una retta che si appartengono (***). 



(*) Vedi H. Schubert, mBeitrdgeiur ahialAenden Geometric » Math. Annal., 
Bd. X, 1876, §§ i6e 17; e tr Kalkiil der ab^dhlenden Geouietric, Leipzig, 1879', p. 42-46. 

(**) Vcdi H. Schubert, <r VUlfache Tangenten im Ranme von n dimensionen » 
Math. Annal.. Bd. XXVI, pag. 56. — Vedi anchc una mia nota « Sul principio dicor^ 
rispondenia, etc. », nei Rendiconti dei Lincei, Marzo 1887 ; ed un frammento po- 
st umo del C a p o r a I i v Sulla teoria degli spa^i a piu dimensioni » nellc Metnorie 
di Geometria cdite da B. Pellerano, Napoli i883, pag. 329. 

(••*) II sinibolo (/), od (/)', ^ / ^ «, d^nota la condizionc che il punto P, 
o rispetr. P', giaccia in un dito S^\ e il sinibolo (b, k)y o ^h < k ^n^ la con- 
dizionc che la retta PP' incontri un Sj, dato, e giaccia in pari tempo entro un 
dito S^ passante per VS/,. II segno e implica che i due punti P c P* coincidano, 
ossia che la coppia P^ P' sia un punto doppio della serie. I prodotri sinibolici 

esprimono le condizioni multiple che risultano dalTimporrc simuUancamcnte Ic 
varie condizioni semplici indicate dai fattori. — Se il nuinero delle coppie P, P' 
soddis.aceQtt a una data condizioni k (in generale) dnito , esse verr^ indi« 
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2. In primo luogo diniostreremo la formula : 



lamn 



o y(o(«-o' = l«('. «)(«-o. 



la quale csprime il principio di corrisponden:^a nelle ipotesi pii gen( 
ed 6 la sola che non contenga alcun numero relativo alb congiunc 
di una coppia di punii distinti della serie. Essa pu6 tradursi couie s 
in linguaggio ordinario : 

(( Se in una oo" algebrica di coppie di punii P, P' dello spa^i 
{ si chiama {i + lyesimo ixdice della serie (o is= i ^ «) il nuftiero 

coppie P, P' , che banno i pnnti P e P' siinati rispettiuaintnlc in u 
e in un 5,^ arbitrariamenle dati; e (i + lytsimo rakgo della variei 
\ coincidence (o ^ / -^ ;z — i) il numero dei punti di nn 5^_, data 

i ciascuno dei quali coincidono due punii P, P' per modo, cbt la lore 

ginngente PP' inconiri un data S^, sara sempre la somma degli n - 
! indici della serie uguale alia somma degli n ranghi della varieth di c 

ciden^e ». 

Per ;/ = I la fomiula a J non 6 altro che il principio di Chasl 

per « = 2 essa 6 la formula di Zeu th en sulla corrispondenza algel 

fra i piinii di un piano , o sulle serie oo* di coppie di punti di 

] piano (*); Lionde bastcri for vedere che , se i vera la legge espr 

I dalla formula a^) per lo spazio S^_^, la stessa legge dovri verific 

anche n;?!lo spazio 5, immediatamcnte superiore. 

A tal uopo prendasi in 5„ un punto fisso O ed un iperpiano t 
U„_, non pasvintc per O; e si consideri in questo la serie oo*"' c 
coppie di punti P , P ', csscndo P ' h proiezione da O su U di 
qunlunque dci punti P , che insicme col punto P formano coppie i! 
serie data. Gli ;/ indici di questa nuova serie non sono altro cl 



cato dal siniboK) sicsso, che apparticnc aUa condizionc. Cosl p. c. il siin 
(/)(«—/)' rapprcscnta anchc i! numero dollc coppie 1\ P\ che hinno i! punto 
un 5, c il punto P' in un S„_,, cntranibi dati ad arbitrio; c i siniboli (i, n 
£(i, n — i) signiflcano rispeitivamentc il nunicro dello rettc PP^ che incont 
una reita data e giacciono in un dato S^^^ passante per questa, e il numero 
rcttc principal che incontrano una retta data e giacciono in un dato J^^, 
sante per la medesinia. Ecc. ecc. 

(•) Per » = 3 vcdi Schubert, c Beiirage ^. ab^, G. », pag. 6i, 
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primi ;/ indici Jella seric datn; poichi il numero delle coppie P, P\ 
per le quali il punto P giace in un S^ e il punto P'' in un.5^_^_, arbi- 
trariamcnte dati eniro 12„_, , 6 uguale a! numero delle coppie P, P', 
per cui il punto P giace in quell'5, e il punto F nell'5^_,. proiettante 
queir5„_,._, da 0, Fra i punti doppi della nuova serie saranno da con- 
tarsi in primo luogo gli (o , n){n — i) punti P di Q, pei quali la 
retta PP' passa per O: e in ciascuno di essi le rette principali PP'^ 
saranno tuite quante le rette di U passanti per P. Gli altri punti doppi 
dellu nuova serie saranno quel punti doppi della serie data che giac- 
ciono in Q; e le rette principali attinenti a ciascuno di essi saranno le 
proiezioni delle rette principali della serie data attinenii al mcdesimo. 
Dunque il primo rango della nuova varieti di coincidenze sara dato da 
(o, w)(« — i) + £(r, n){n — i), e Vi + i-nio rango [cioi il nu- 
mero dei punti doppi giacenti in un dato S^_^_^ di Q e tali, che la retta 
principale PP^ incontri un dato 5) del medesimo spazio (^i^^i^^n — 2)] 
sari uguale ad e(/ + i > w)(« — ^" — i) , (r ^ i =^ ti — 2) , cioi 
air/ + 2-mo rango d^Ua varieti primitiva. 

Pertanto, se la formula aj h vera quando al posto di n si ponga 
n — I , fra i numeri relativi alia serie data dovri intercedere la relazione : 

tan— I iaX— t 

«.) I (0(« - 0' - (0, «)(« - I) = Z t(i, «)(« - 0. 



t^O |SB»l 



Ora si consideri in 5„ un fascio di iperpiani (cio6 il sistema degli 
5^_, passanti per uno stesso S^^^ e si facciano corrlspondere fra loro 
due elementi del fascio, ogni qualvolta passano per due punti P , P' 
allineati con 0. Gli indici di questa corrispondenza saranno (o, fi)(ji — i) 
e (0, n)(n — i)'; e gli elementi uniti della medesima cadranno : i°negli 
iperpiani del fascio , che proietiano gli e(o, n){n) punti doppi delb 
serie data, la cui retta principale passa per 0; 2** neiriperpiano pro- 
iettante il punto 0, che terri luogo di (0, « — i) elementi uniti, tale 
essendo il numero delle coppie P, P' giacenti in esso e allineate con 0. 
Onde sari, per il principio di Chasles: 

Yo) (o> «X« — + (o> w)(u ^ i)' — (0, « - i) = e(o, nXn). 

D'altra parte i chiaro che: 

%) (o, « - I) = (0, n)(« - 0' - («)(o)', 
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pcrchi la curva d'ordine (o «)(/i — i)', luogo di un punto F tale, 
chc la reita PP' pass! per O, ha in O evidenteniente un punto mul- 
tiplo sccondo ('OC^)' • ^^indi sari anche: 

?o) (0, ")(« - + («)(o)' = «(o, «)(«). 

Infine, poich^ sommando membro a membro le due eguaglianze 
a,) c pj si oitienc precisamente la «J, qucst'ultima dovri esser vera 
per qualunque valore di n: c v. d 

3. L'equaadone ^^ tradotta in linguaggio comune dk il seguente 
teorcma : 

« Nella corn'spondenia algebrica fra i punli P, P' dtllo spa^ 5, 
il nnmtro dei pnnii, in ciascuno dei quali coincidono due punti omologbi 
P, P' per tnodo , cIh la loro congiun^ente passi per un punlo dato , si 
oUient sommando il numero dei pnnii P corrispondenii a un dato punlo 
P' con I'ordine delta curva descrilta da un punlo P tale, chc la relta PP 
passi per un punlo dato ». 

Scambiando P con P' nella pj si ottiene: 

p;) (o, «)(« - 0' + (o)(«)' = 8(0. ")(«). 

e questa, paragonata con la &), di origiae alia seguente: 

(0) W + («)(o)' + (o, fi - I) = £(0, n)(«X 
gii ottcnuta per altra via dal sig, Schubert (*). 

4. Le aj, a,), PJ sono le prime formule di due categorie molto 
notevoli, che ora stabiliremo. 

II procedimento seguito per oitencrc la formula a,) si pu6gene- 
ralizzare prendendo in S^ un 5^_, fisso 0^_, ed un S^^ fisso U,^., e 
considerando in quest'ultimo spazio la serie delle oo**""' coppie di punii 



^t^^i^m^^mmamtm 



(•) Vedi Vielfache TangetUen, etc., pag. 56. 
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P, P"y ove P'\ 6 la proiezione da sopra Q di uno qualunquedei 
punti P' formanti insieme coa P una coppia qualunque della serie data. 
Gli w — /+ 1 indici di questa serie non sono altro chc i primi n — i + 1 
indici della serie data; e il primo rango della sua variety di coincidenze 
6 dato da (i — i, n)(ji -— i) + «(/, n)(n — i), mentre il 2^, 3% . . . 
(;i — iy rango sono rispettivamente uguali agli n — i — i ranghi della 
primitiva varieti di coincidenze, che s^uono il rango «(/, n)(ii — i). 
Si avri quindi (n*' 2) la formula generale : 



•«— : 



«,) Z(;X«-/)'-0*-'. «)(«-0= Z«(/, »)(«-;■). 

che per I = w — 2 e ad n — i riducesi a : 

I (o)(«)' + (rX« - 0' + (2X« - 2)' - (« - 5. »)(2) 
f =:g(n - 2, «)(2) + e(» — i, n)(i), 

«.-.) (0)(«)' + (!)(«- l)'-(«-2, «X0 = <» - I, «)(')• 

Da ciascuna delle n eguaglianze aj, *,)... «,i_,) sottraendo mem- 
bro a membro la successiva, e lasciando I'ultima inalterata, si ottiene 
Taltra serie di formule: 

K) («)(o)' + (0, «)(» - = «(o, «)(«). 

P.) («-0(0'+(L «)(n-2)-.(o, «)(«-i)=«(i, »)(«-l), 

P.) («-2)(2)'+(2, «)(«--3)-(l, «)(«-2)=«(2, «)(«-2), 



?,) («-0(0'4-ft «X«-«-O-0'-i, «X«-0=«0'. "X^-O* 



P«) (2X«-2)' + («-2, «X0-(«-3, «X2)=«(»-2, fiX2), 

?.-,) (iX«-t)'+(«-t. «Xo)-(«-»> «X»)=«(«^». «Xi>» 

Firi. Ore. UaUm., t V, parte 'i.«— Stampxto il 7 luglio 1891. )) 
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cbscuna delle quali non contiene piu d! una condizione <lt coincidcnza. 
Le due ultime dicono p. e. che : 

« In ogni 00" algebrka di coppie di punii P, F di im 5, , 1/ mr- 
tnero dei punti d'nn piano data, in ciascuno dei quali coincidono due punU 
P, P per modOy che la loro congiungente incontri nn datjI^S^^^ e uguak 
alVordine della superficu formata dai punti P' corrispondenii ai punti P 
di un piano datOy piii Vordine della rigata dcscriUa dalla reita PP , aUor- 
cbl il punto P descriue una rctU data; il tntto diniinnito delVordine della 
variela descritta dalla retta PP'y tnentre ilpunio P descrive un piano dato ». 

« In ogni corrisponden:ia algcbrica fra punti P, F di un S^U nu- 
[: mero dei punti doppt esistenti sopra una retta data {ciascuno contato tante 

voltdy quanti sono U rette principali ad csso relative) h uguale aU'ordine 
della curua formata dai punti P' corrispondenti ai punti P di una retta 
datUy piii il numero dei punti P corrispondenti a un dato punto P, meno 
Vordine della rigata compost a dalle rette PP\ il cui punto P giace so^ra 
una retta data ». 

5. I due sistemi evjuivalenti a) e ^) constano ciascuno di n equa- 
zioni linear] indipendenii fra le 3;] — i quantit.\ (/Xw — i)\(J — ii^X'' — 0» 
c(/, n){n — /). Le stesse forinuley con parecchie altre contenentt an- 
che i numeri foudamentali della serie, che riguardano soltanto la con- 
giungente di due punti P, F distinti o coincident] , si possono pure 
ottenere valendosi esclusivamente dei mctodi che sono propri della geo^ 
nutria enumerativa o calcolo di conJi^ioni^ cio^ per mezzo della mol- 
tiplicazione simbolica, coadiuvata dai principio di C hastes e dai prin- 
cipio della conservazione del numero (n^ i). A tal uopo gioverfk pre- 
mettere alcune formnle d^incidenj^a^ che si connettono strettamente alio 
studio delle serie di coppie di punti di un 5.. 

Secondo la denomuiazionc di H. S c h u b c r t, p^r formula d^inciden^a 
fra punto e retta s'intende ogni relazione intercedente fra le varie con- 
dizioni fondamentali, a cui puo essere assoggettato il sistema di un punto 
c di una retta che si appartengono. Di questa natura i, ad esempio, 
la formula S) (ii"* 2), che i un cnso particolare deH'altra : 

>J.) (^, «)(w — = {a) + {a, n — i), a<n^ i. 

la quale deducesi, mi^diante il principio della conservazione del numero^ 
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col supporre a J es. die i due spazi S^,S^_^ dicui si tratta siano I'uno 
contenuio neiraltro (*). 

Ora moltiglicando simbolicamente per la condizione («--i)ambi 
i membri della v),) si avra : 

(a, n){n - i)* = (r/ — i) + (r/, n — i)(n — i), 

ossia, contrassegnando median tc una sbarra i simboli di due spazi clic 
si appartengono ; 



(a, n)(H - 2) = ((2 - i) + (^, « — i)(n - 2). 
Ma per la stessa 7)^), dove sia posto ;/ — i in luogo di w, si ha: 



(a, n — i)(;/ — 2) = (// — 2, ;/ — i)(fl) + (i7, n — 2); 



laonde : 



Nello stesso modo, moltiplicando simbolicamente la vij per (rt — i) 
si trova: 



(^, ")('^— 3)=(^— 2) + 0', "— 2)(/l-s) + (;z-2, ;/-i)(rt~-i); 

e poichi, per la */),) 6 : 



(j, « — 2)0i — 3) = (f/ ~ 3, w — 2)(fl) + 0/, ;/ — 5). 



sari anche : 



V),) (^, n)(n - j) = (a - 2) 4 (r;, // - 3) 



+ (« — 2, « — l)(^ — l) + (// — 3, w — 2)(^), r<a<«— 3. 



(•) Fedi Schubert, Vieljache TangmUn^ etc., pag. 54. 
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E ai^omentando da / ad / + i si giunge alia formula generale: 



>J/)i 

.+(w—3>w— 2X^-^3)+ ••• +(w-/, w— /+iX^)> '-2<4<ll-/. 

Le restrizioni qui indicate per i valori di a si richiedono, a volere 
che tutti i singoli termini dei secondi membri abbiano im ^gnificato 
(vcdi n® I., in nota). Ma se si conviene di attibuire il valore ^ero ad 
ogni simbolo, il quale risulti privo di significato per il valore di a che 
si considcra, il procedimento seguito fa vedere, che la sola limitazione 
necessnria per la validiii delb fonnule v)) i che sia a <^n — i per 
la »,), fl < n — 2 per la iQj) , ... a < n — / + i per la »^. 

6. Le forniule y)) si possono trasformare in altre piCi semplici, te- 
nendo conto delle relizioni seguenti, che risultano dal principio dcUa 
conservazione del numero : 



U (n — 2, n)(fl) = (fl — i) -f (n _ 2, n - i)(fl), o<a<«-i, 



5,) (« — 3> «)(«) = (^ — 2) + («— 3. W— l)(fl), i<a<ii-i, 



O (« - 4> ^)(^) = (^ — 3) + (" — 4. '' — 0(«)» 2<a<n^u 



Per ottenere la 5/) basta prcndcre 1*5, di cui si tratta in maniera, 
che incontri VS^^ secondo un S^^^ : supposto a — /+ i <« — /, 
ossia fl < n — i oltre tad a — / + i ^: o. Ma si riscontra subito di- 
rettamente , che quest*ultima condizione a > / — 2 non i necessaria 
I per la validiti delle formule $), purchc si attribuisca il valore ^cto al 

\ simbolo (a — / + i), ogni qualvolta il numero n — / + i c neguiivo. 

D'altra parte si ha^ per la ^,) stcssa : 



(«— 3, «-iX^)=(«— 2, w— iX«— 0+0'— 3, w— ^X^), a<« 2, 
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onde la ^ ) diverri : 



(«-3. «)(") = (" — 2)+ (« — 2. n— i)(a— i) 

+ (w — 5, n — 2)(fl). rt < « — 2. 

Cosi pure essendo, in virtu della $') : 



(ft — 4, n— i)(a) = (n — 2, n - i)(^ - 2) 



+ (« — 3, n — 2)(fl — + 0' — 4> •'« — 3)(^)) a < /* - 3, 



la ;^) si muteri nella : 



?:) («-4. n)(a) = («-^) + (n-2 „-i)(«-2) 



+ (« — 3, n — 2)(rt — i) + (« — 4, « — 3)(<'). a < « - ). 
Li formula generale di questa seric i, come facilmente si vedc : 



O (// - /, n){a) = {a-l+ 1)+(«~2 n-iXa-l+i) 



InSne, dal paragone delle eguaglianze 5') ed >)) (n° 3) si deduce : 
Yi;) (rt, n){n — 2) = (« — 2, n){a) + (a, n — 2), a <»- i, 
<) (^y '0(« — 3) = (" — Ji ^OW + (^, « - 3)» a < /*- 2, 
•')4) (^1 ")0^ — 4) = (« — 4» w)(^) + (/r, w - 4)» «<»-}, 



Yi;) (rt, /;)(« — /) = (;/ — /, n)(a) + ((i, n — /), a<»-/+i. 

Queste formule d'inciJcnza costituiscono una generalizzazfonf 
vole della formola »,) del sig. Schubert. 
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7. Per mezzo delta moltiplicazione simbolica ogni formub dia 
incidenza relativa ad una seric algebrica k volte infioita di coppie i 
punti (0 < ilr < 2 f/) Si puo derivare dalla formula fondamentale ad uo 
dimensionc : 

. = («-!) + («.- I)' - (« - 2, fl) O, 

la quale 6 una cons^uenza immediau del principio di Ciiaslcs. Mo 
tiplicando, ad es., ambi i incmbri della formula s) per il fattorc (o^ n 
2>i ha : 

«(o, «) = (o, «)(w — i) + (o, w)(w — i)' — (o, n)(n — 2, «); 

ed osscrvando die, in virtu delia t),) (n* 5), il lemiine (o, 9i)(n — i' 
puo esser sosiituito* dalla somma (o)' + (o, « — i), c che il numer 
(o, »)(« — 2, n) i evidenteniencc ugualc a (o, w — i), si trova su 
bito la formula (n^ 2) : 

Po) «(o» ») = (o)' + (o, f/)(fl — i), 

conic pure I'altra (n"* 3) : 

«(o, w) = (o) + (o)' + (o, n-i). 
Per ottenerc la pj (if ^) si moltiplichi sinibolicauiente la «) p< 

«0'i ^00^ — = 0> ")(" - ' - + 0, '00' - 0(" — 0' 

— (/, ;/)(;! — 2, w)(a— 1). 

Ora per la v),) il tcrmine (/ , //)(// — /)(/i - i)' si niuta i 
(// — 0[(0' + > '^ "~ 0] 5 ^' P^^ "'^ *'^1^^»^ foniuila del sig. Schi 



(*) VcJi Schubcrl, VUlJacbe Tun^inten, etc., pag. 56. 
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bert (*) il termine (/, n)(n — 2, n)(n — 1) si convene nella somma 
(/ — I, n)(jt — i) + (/, // — i)(« — /): onde si avri per risultato: 

W <h «X"-0=(«-'X'')'+(«. «X"-'-0-('--i. "X«-0; 

Qzc. Sommando poi membro a membro le eguaglianze P) si otterranno 
tLitte le fornuile a) (n° 4). 

8. Altre fonnule notevoli suUa serie cx>" di coppie di punii P, P' 
si oitengono con pnri facilili per questa via. Dalla r.J (n** 5) si ha , 
per es. : 



(r, ;;)(n — 2) = (o) + (i, « — 2) + (« — 2, n - i)(i), 

da cui : 

(i, «)(« — 2) + (i, «)(« - 2)' - (i, « - 2) = 



=(o) + (o)' + (f. «-2) + («-2, n - i)(i) + (n — 2, «- 0(0'. 

D'altra parte , moltipHcando ambi i metnbri della e) (n" 7) per 
(i, n — 1) e trasformando i vari prodotti col sussidio della vj,) e della 
formula di Schubert citata al n° prec. si trova: . 



e(i,M— i)=:(i,«— 0(n-2)+(i,n— iX"— 2)'— (l, «-iX«— 2, «)= 



=(«— 2, «— iXO+(«— 2, «— iXO'+(i. «— 2)-(o, «— 0, 

la quale sommata membro a membro con un'espressione di e(o, n) 
poc'anzi ottenuta di luogo alia : 

s(o, «) + e(i, « - i) = (o) + (o)' + (r, « — 2) + 



+ (n — 2, « — 0(0 + (« — 2, n— 0(0'» 

(•) Vcdi ti Die n-dintensionaUn Verallgeineirurungen der fuiidainentalen Aniahlen 
uuseres Raumesu, Math. Anna!., Bd. XXVI, pag. 40. La fonrjula di cui ci servia- 
mo e la segiiente : 

(a, a)(A, p)=(a-f-^-fi-t-r, a+p-ii)+(a-[-J-;i+2, x^^-n^i)+ ... ^ 

+ («+?-», ^-j-«_«-f-i), 

ove c supposto a-j*^^if-i ea -l-8::^&-{-flc 
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d'onde si conclude che : 

V.) <o, w) + c(r, 1/ — i) = (i, nXn — 2) + (r, n)(n — 2)' — 

— (i, »- 2). « = 

Procedendo alio stesso modo sr avri dalla e), supposto f<::^ff — 



ossia, in virti!i delle relazioni : 



(1, n — t)(n — I — i) = (fi — I — r, n — i)(i) + (1, 11 — 1— i] 
i 0'> '^ - 0(« - 2, w) = (i - I, n - 1) + (1, « — I — i) : 

r' ■ 
* J 

I «(', « — =(« — »-■ I. « — 0(0 + (« - 1 — I, « — 0(0* 

^ + (», « — I — — 0' — I, « — 0- 

Snra pertanto : 



*(o, «)+<!, «-i)+<2, «— a)+...+<i, »— 



= (<>)+(«— 2, «— iXO+(«— 3' « -2X2)+. . .+(«— I— I, «— 0(' 



+(o)'+(«-2, «-iX0'+(«-3. «-2X2)'+...+(»-»-i,«-0( 

+(i, «— 1— 1). 

Ora si ha dalla vij) mutandovi a in t ed / in > + t , 



('. w)(« — »— = (o) + ('. « — »■— >) + (« — 2, « — i)(i) 



+ (« - 3. »' — 2)(2) + ... +(«-» — I, » — 0(0; 
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per conseguenza dovri essere : 

V.) <«. ^0 + s(^ « — + s(2, « — 2) + ... + £(i, n — i) 
— (,; „)(„ _,•_!) + (1; nXn — i — i)' — (/, n — i— i), 21 ^«— i. 

purchi , quando lizzzn — i , si attribuisca il valore zero al simbolo 
(/, n — i— i). 

9. Dnl paragone dellc uguaglianze •/)') (n° 6) e y) si ricavano im- 

mediatamcnte Ic altre : 

ri) £(«> «) + s(i> w — i) = (« - 2, «)(0 

+ (« — 2, fO(0' + (!,« — 2), 3 :^if. 

fj 2(o> '0 + s(f> « — + <2, w — 2) = (;/ — 3, w)(2) 

+ (« — 3, W)(2y + (2, n — 3), 5 ;;= «, 



Y') s(o> «)+s(Ii «— 0+s(2, n— 2)+ . . . +e(i, n— 

dove, al solito , i! simbolo (1, n — 1 — i) ha il valore zero per 
2/ + I == «. — Modificazioni analoghe si potrebbero introdurre nelle 
formule a) e P). 

Con gli stessi metodi qui adoperati si potrebbero costrulre le prin- 
cipali formule di coincidenza relative a serie algebriche 00* di coppie 
di punti, con k qualunque (0 < A < 2«); ma ci6 sorpasserebbe i con- 
fmi die ci siamo imposti neila presente Nota. Tcrminercmo invecc con 
un'applicazione dei risultaii precedenti. 

10. Siano date in 5"^ due varieti algebriche AfJ", Af J', l*una di 
dimensione k e di ordine //i, I'altra di dimensione jfe' e di online tn\ 
Rend, Circ. MaUm., t V» parte i/— Stampato il 7 luglio 1891. }4 
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Se k + k* ^ n, e noto che le due varieti st taglienmoo sccoodo uo 
varietii d'ordine mtn* c di dimensione k + k' — ii, oppure avnnno 
comune una varietl di dimensione y^ maggiore di Ir + ^' — ^* lo qui 
st'ultimo caso si puo domandare qual sia la riduzione, che subisce Vo 
dine della varietJ^ a it + I' — n dimensioni, in cui d'ordinario csscs'ii 
contreranno tiltcriormente (*). A questo problenia, la cui imponanza alg 
brica e gcomctrica non ha d'uopo d'csser rilevata, si connctte la s 
guente proposizione : 

Se due varieth algebrkbe qualunqnc M*, Af ^ dello spa^io 
n=:k + k' dimcnsioni passano per una medesima vcrUia Fj^ , ma m 
Imnno di comune akun'aUra varicta di dimensione maggiore di yiro; e ^ 
in ogni panto della F i diu 5pa:^i S^, S^, rispellivamtnte tanf^enti allc vi 
rieta Af^, Af// sono deUrminati e disiinti ^ qiusU due varieta s^incontu 
ranno ulterior mente in un niimero finilo di punti dalo dalla formala: 



•-•-X 

essendo y,,^ Vordinc della varieta di punti ad i dimensioni occupata da- 
gli 00*^*"^^ spa^i S^y^ (»/ — X =^ ^ ^ «)> ciascuno dei quali tocca am 
hedue le varieta M , Af in uno stesso punto della se^icne di F con la 
data 5,, cioe congiunge gli spa^i S^^ S^, tangent i ad M , M' in questi 
pun to ». 

(Le y sono in numero di ^ + i : la prima di esse y,^ _^^ non i 
altro che Vordine della varieti F^; e ruliima v^.j i la tVi?xf< deirinvi- 
luppo costiiuito da tutii gli 5^j^ tangenii comuni ad Af, M' nei punt 
di F). 



(*) Fra i lavori , che trittano csplicitamcnte di questo problenu , sono d 
ciUrii in inodo specialc Ic riccrchc del Salmon intorno alio inutue inter«j2ion 
di piii forme algebriche. Vedi Sa Imon-Fiedler, Analyt, Geam, d, Rimmu 
Dritte Aufl., pagg. $9S-6o7; c Fortes, ub, d. Alg, d, Jin, transf., Zweite Auft 
pagg. 375-389: dove i dcterniinata la diininuzione subita dal numero dei puni 
d*incontro di n variotA ad n — i dinunsioni djllo spazio S^ , in conseguenza ( 
una o pi6 curve o supt'rficic comuni alio mcdjsimc; c ci6 anche ne11*ipotesi cb 
tali curve c superficie abbiano punti j !inje cimiuni. — Vodi anche C a p o r a I i 
Sullo spa^io di quattro dimensi<mi , nelle Memoric di Geometria cdite da B, Pc!K 
rano, Nipoli 1888, pag. 318. 
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Si considerino le cx>" coppie di punti, che risultano daU'appaiar^d 
ogni punto P di /Vf^ con ogni punto P' di Ai^/, e a questa serie siap* 
plichi la formula aj (n'' 2). Si avri evidentemente : 

(o)=(i)(f/— 1)'= . . . =(ti -k-iXk i 0=0, (n— *)(*)•=/;//;/', 

(« - it + i)(i _!)'=...=(«-. i)(iy = (oy = 0. 

I punii doppi della serie saranno i punti comuni allc due variotJ. 
Lc reitc principal! (n'' i) saranno in primo luogo /«*//« le rcite passan:i 
per uno qualunque degli N punii comuni, non situati in F (cioi que- 
st! punti saranno coincidenzc pcrfefte dclla serie); e in secondo luogo 
tutte le retie che escono da un punto qualunque di F c giacciono ncl- 
yS^y determinato dai due spazi 5^, S^, tangenti rispettiv. ad M^^ M^, 
in quel punto (quindi passnnti ambedue per VS^ tangente ad Fy nel 
medesimo). I punti della F compariscono cioi come punti doppi , a 
ciascuno dci quali 6 annesso un sistema cc'^^^™* (stella) di rette prin- 
cipal!. Per conseguenza si avra ancora ; 

0(0, u) = N + y^„^, 
£(i, ;/)0/- i)=)'(.,_o. <2, wX«-2)=y(^,j , . . . £(x, ;/Xw - x)=^o.-y.) * 

' (x + ' . «X"-x - ' )=' (x + 2 . "X«-x~ 2)= . . =s («— \ , «X 0=0; 

d'onde la proposizione enunciata. 

Dalla dimostrazione suddetta risulta altrcsi che il leorema precedcitc 
sussisle iiiaUtralo , , se pure, la varieta F I multipla secondo due numeri 
qualunque /, /' per le due varieta M, M' : purchh gli I spa^i S^ langenli 
ad M in un punto qualunque di F , e gli I' spa:(i 5^/ iangenti ad M! 
nello stesso punto y siano sempre determinati^ disttnli^ e diversi gli uni da-- 
gli altri, 

ir. Sia Mj^ una variety algebrica qualunque a k dioD 
spazio S^y P un punto qualunque di essa , e / iv* 
00*"* rette, che le sono tangenti in P. Se b 
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00*, la coppia (Pg) varieri in un sistema oo*^**"\ Ora la conJi^ionc 
(tf, n)(n .— ^ ^^^'^ dimensione 

2(n — i) 4- I — (fi — / + /z) = « — I 4 / — iJ : 

quindi, se n + / — a=: b + 2k, esisteri in generale un numero finiio 
di coppie (Pg) soddisfacenti alia medesima. In tal caso la iq^ (n° 6), 
dove sia posto n — 1 •= b fomisce subito la proposizione seguente : 

m Se a <^b ed a ^b^rz 2(« — ^) — ^, H numero delle varielh M^ 
di un sisfema b volte infinito , ciascuna delle quali imontra un dalo i\ 
per modo , che VS]^ tangente ad essa nel punlo d^ inter se:Jone si appoggi 
ad un dato S^ , eguaglia il numero delle varielh del sisfema, le quali in- 
contrano un dato 5, per modo^ che VS^ tangente nel punto d*incontro si 
appoggi ad un dalo 5^, piii il numero che esprime quante rette tangenti 
a varieth del sistema giacciono in un dato Sj, ed incontrano un dato S^ 
contenuto in questo » (*). 



Torino, maggio 1891. 



Mario P i e r i. 



(•) Akuni casi particolari Ji qucsta proposi/.ionc, rclalivi alio spa/io ordi* 
lurio, sono cnuncUti c|i Schubert in Kalkul d. ab^, Geoiii., ^ 8. 
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UN PROBLl-MA SULLE TRASFORMAZIONI DI CONTATTO; 



Nuta di G. Vivanti, in Mm to va. 



AJanansa del 14 giugno 1191. 



I. II probL*niA clu c\ pro^^oniamo c un:i gencralizzuzionc di qucllo 
c!ic forma Toggetto d'una Nota da noi pubblicata recentemcnte in quc- 
sii Rendiconti (pngg. 205-220 del presentc Volume). Vogliamo dcter- 
minarc Ic trasformazioni di contaito, le quali trasformano una super- 
iicie qualunque c in un'altra 1, per modo che la curvatura nei punti 
corrispondenti di <; e di 2 sia eguale. 

Conservando Ic notazioni adottate nello scritto poc'anzi citato , 
I'equazione che esprime la condizione voluta, cioh: 

RT—S* 





rt — s* 




(I 


-i-r + ry ~ 





rt - 


-.• _t(p. 






(1 + p« + QJ > 

divienc : 



ossia : 

+ s(x, r, - x,Y, + x,y, - xj^) -1 /(x. r, - a'/j 



< 



ayo 
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+ r(Pf(l-P,Qf) + s(P,Q,-P,Q, + P,(2.- P,t2,) 

+ KP.Q,-P,Q,) + (rt - s^P^d- P,j2,)]. 

Di qui segue : 



2. Lo studio del sistenia (2), etfettuato nella Nota gti citata, 
ha condotti a trasformazioni deila fonna : 

~ (?+),Ar+(9+),)'-(9».' "(?'l').*+(?W,y-(?4'). • / 

dove 9, 'I, )r sono ircfunzioni qualunque di ^Jrr^x+yy— ^, />, 5^, 

'(fS\=ffSi—f,Sty (Js\=fiS^—f:6,> U&\=frjp—fpgr; 



Posto : 



?; % X; 
?^ 4-, X, 



= t;. (9-I.),x + (ry), V - (?•]'). = 0, 
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si trova: 

Y, = - -jjr(?;> + ?,)= — -fjT P,, Y. = -§r(?;* + ?,) = -(p- Pf 
quindi : 

e la (3) diviene : 

II secondo mcmbro 6 funzione delle sole Ky p, q, quindi alcrettanto 
dovri aver luogo pel primo membro; cpper6 sari Qf'W = (^'\\ = o, 

quindi 9, ;= i- := 0, non potendo essere -V^ = -^ = -5-'- in virtCi del- 
' • I'; ^P ^^ 

Tultima relazione (2). Le P, Q saranno quindi indipendenti da 2^, e 
si avri : 

9 = (?+)., t7=x;(?+).. 

Poniamo per breviti {^yi^^zizx, (^;^)j = ^, (p^)j = Y; le due 
prime equazioni (4) divcngono : 

e dalla (5) si ha : 

X5 Y,^pa^2 



IS I 



(7) 



donde si vede che anche j^^ h iudipendente da C. 

3. Dalla 3* relazione (i) e dalla [XF] =0 segue: 



2^^ C. VtVANTt. 

e queste relazioni, combinate coUe altre del sistema (i), ci di^nno : 

x,=x,= y,= y,=o. (8) 

Dalle (6) si otticne : 

l',=~^.j[Y(?,7^,+Xr?„)-Y,X;?,l*+[-Y(?AX:,+Z;?«+P5)+Y,X;?,);'+[PY-Y?,]| 

Lc (8) devono aver luogo ideniicamente rispetto ad jc, y, :j, p^ q, 
e quindi rispetto ad x, y^ ^, />, q; ne s^;ue die dovranno annullarsi 
separatamente le espressioni tra parentesi quadre che 6gurano nelle (9). 
Di qui 1 2 equazioni (sistema A), di cui scriviamo qui sotto le prime 
6, mentre le rimanenti si deducono da queste scambiando ^, a con 

Y(4'/Zc^ + Tk^Pf) - Y^Xr+^ = o, (A, 2) 

V (+, X;, + X; +„) - Y, X; 4', = 0, i^, 4) 

yC+^X;, + Xc+M + *:) - Y,X;i = o, (A, 5) 

*Y, — Y«, = o- (^, 6) 

4. Dalle (/4, 3), (A, 6) segue « = yiaQ; siccome poi dalla 
(^A, i) risulta evidentemente che a. 6 indipendente da ^, dovri essere 
;^(0=<'> + <'i» "> ", denotando due costanti, e quindi: 

fl = Y(fl^ + <»,). (10) 
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Dopo cio si ha dalla stcssa (A, i): 



ed integrando ; 

1^1 






D 'ultra parte la (^, 4) pu6 scriversi : 
skch^ v(^) si riduce ad una costante «,, c si ha: 



'^ar=Y(«/' + 0- (") 



Opcrando nello stesso ir.odo suUe (//, 2), {A^ 5), si oitiene, fl 
essendo una costante : 

— ^fX: = y(^^ + ^,)- (12) 

L'climinazione di ^ e y fra le (10), (11), (12) ci dl : 

Annlogamente si ricava dalle (^, 7) , . . . , {A, 12) : 
p = - y(K + /O, ?,x.= - y(bp + /O, ?,X;= y(^(7 + *,)> (U) 

(^^ + ^)X: + (*/> + ^)X, + (^? + ^)X, = o. (15) 

Infine le (6) divengono, in virtCi delle (10), (11), (12), (14): 

X = a,x + a^y ^ ai~a^, 7 = b^x + b^y + bi — b,. (16) 

5 . Come si e gi^ osservato, Xr ^ indipendente da C; quindi x ^vii 
l^mi. Ci>(. MaUm.y t V, parte i.*— Sumpato il 2} higiio 1891. )} 
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la forma ^X^ + ^(Pt ?)> ^ ^^^^> tenendo conto dcUe (i6): 
Z = 9X + +y — X = (fl,9 + bA —Pl:> + («,? + *,'!' — «> 

+ (tf? + *+ + Z;)? — («,? + ^+ + «)• 
equazione che scriveremo cos! : 

Z = c,x + c^y + d — c,. (17) 

Vogliamo dimostrare che r, , ^^ , r , r, sono costanti. Perci6, sic- 
come esse evidentementc non contengono ^ , baster^ far vedere che 
sono indipendenti da /> e da q. 

Denotiamo i suddetemiinanti complemcntari dd van element! del 
determinante Af=|a b^ rj coUe lettere maiuscole corrispondenti , e 
poniamo C^p + C^q — C=t. Dalle (13), (15) otteniamo: 

X,= - ^[C,r _ aXH + *,) + *.(«? + «,)] . 

X, = - ^[C,C + aXI'P + *.) - bX^P + «,)]. 

e derivando rispetto a ^^ tenuto conto che x* "^Q contiene questa va- 
riabile : 

Ora dalle (11), (12), (14) segue: 



ossia : 



Xr=-Tf-. (18) 



sicchi le precedent! equazioni divengono : 



(61) 



X;,= C;-^, Z;,= C,^. (20) 
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Dopo ci6 avremo: 

Dalle (ii), (12), (14), (18), (19), (20), (21) segue: 

|^'=«.?,+*.'l'-/'y<,=^[-«,(*/'+*.)+*.(''/'+0-c,/»>=o. 
at 



|i=fl9, + *l, + Xj, = -^ [- fl(*/> + *,) -h K«/ + <',)+ cj = o, 

come volcvamo dimostrarc. 
6. Dalle : 

segue : 



O La : 
ci 0^ poi il valore di */, e cio^: 
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Le vsisfonnazioni cercate hanno duoque la forma [v. eq. (4X((Q> 
(«7). »2)] : 

X=a^x-{-ajf+a^—a„ Y=b^x+l>^+l>i—b„ Z=c,x+c^+ci—c,, 

7. Resta d:r vedersi se le costanti possano prendersi in modo che 
sia soddisfatta la (7). Essa diviene, medionte la (iS) : 

donde si ha: 

(!+?•+ (^)X' ± (. + / + y')^Zc= O. 

ossia in vinix delle relazioni trovate e ponendo :;i i = € : 

Eguagliando a zero i coefficienti dcllc varie potenze di ^ e di ^ si ha: 

Al + B\+Q = A\-i-Bl + q = ^'+B'+ C = eAf, (23) 
J,A^+B,B^-j-C,C,=AA,+BB,-{- CC,z=:JA^^-BB^+ CC,=o. (24) 

Dalle due ultime relazioni segue : 

5,C, — B,C, = kA, C,A^ — C^A, = kB, A,B^ - ^,5, = kC, (25) 

ik essendo una quantid da determinarsi ; ed innalzando al quadrato e 
sonunando : 



(B.c,-B,c,y+(c,^,- c,^.y+(^.B -^,B,)*=*x^*+B'+ c). (26) 

II primo membro pu6, come 6 noto, porsi sotto la forma : 

K + BI+ cix^i + ^1 + Q - (^.^, + ^A + c»c,)*. 
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quindi la (25) diviene, in virtii delle (23), (24) : 
ossia : 

D'altra parte moliiplicando le (25) rispettivamente per A, 5, C 
c sommando si ha, tenuto conto che |i4B,C,| = |tfi,rj|*= M*: 

M* = k{A' + B'+ C*) = JteM, 

quindi k=zzM. Dal confronto coUa (27) abbiamo i = i* = eAf, quindi 
k = I Af = e, e Ic (23) divengono : 

^\ + Bl + Q = A] + B\ + q = A' + B' + C'=i. 

M, A^ A\ 
Adunque |s, B, B[ i una sostituzione ortogonale, il cui deter- 

(c, C, C) 

^a ^ M ^ pure una sostituzione 
c, c^ c) 
ortogonale. 

Possiamo concludere, in virti di teoremi noli: 
Le sole trasformazioni di contatto che soddisfanno al problema 
propostoci sono quelle che si riducono, o ad un semplice spostamento, 
o ad uno spostamento accompagnato da una inversione per simmetria 
rispetto ad un piano. 

La forma generate di tali trasformazioni 6 : 
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dove le costanti sono legate dalle relazioni ^eguenti : 

< + bl + cl = al + b] + cj = a*+ y+ c^= i, 
a^a^ + b^b^+ c^c^=aa^+ bb^+ cc, = aa^ + bb^ + cc^ 



Mantova, 4 giugno 1891. 



G, Viva NT 
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ESTRATTI DAI VERBALI. 

[Fedi t. IV, pag. 275-286]. 



Per le pubbKcaiont periodiche e non perioJiche rieevute in dooo o in carobto del RenJicontl 
e pretentate nelle vjrie AJunanze, veggati U SeeonJA Parte : BiblioluM MMltmaUea. 



ADUNANZA DEL 9 NOVEMBRE 1890. (Presidenza G. B. Guccia). 

II Presidente dk partecipazione della dolorosa perdita che han fatto le scienze 
matematiche per la morte del Socio non residente Felice Casorati, pro- 
fessore di Analisi infinitesimale e di Analisi superiore nella R. University di Pavia, 
avvenuta in Casteggio, la niattina delTii settembre u. s. II Casorati nacque 
a Pavia il 17 dicembre 1835. Egli era uno dei XL della Society Italiana delle 
Scien/.e, socio nazionale della R. Accademia dei Lincei, membro eflfettivo del R. Isti* 
tuto Lombardo di Scienze e Lettere, membro corrispondentc delle Reali Accade- 
mie delle Scienze di Bologna, Palermo, Torino, della Societii Reale dt Gotting^a 
e deirAccadcmia delle Scienze di Berlino. II Circolo, che lo contava fra* Soci 
non resident! dal 4 marzo 1888 (cfr. t. II, p. 86), e fra* component! del Consi- 
glio Direttivo (Comitato di redazione dei Rendiconti) dalPii marzo 188S (cfr. t. II, 
p. 89), si associa al grave lutto onde & stata colpita la Scienza. 

Gorrispondonza. — II Prescdente comunica una Lettera del Sindaco di Pa- 
lermo, prof. Emanuele Patern6, in data del 3 ottobre u. s., con la quale si par- 
tecipa alia Societii che la Giunta Municipale di Palermo, nella seduta del 27 set- 
tembre 1890, ha deliberato un sussidio- di L. 300 al Circolo Matematico di Paler- 
mo, a titolo dMncoraggiamento alia pubblicazione dei Rendiconti. II Circolo vota 
airunanimitd dei ringraziamenti al Sindaco e alia Giunta Municipale di Palermo. — 
La Direzione degli Annales scientifiques de Ticoh Normale supineure de Paris aderi- 
see al cambio coi Rendiconti del Circolo. 

Ammissione di nuovi sooi. — Dietro votazione a schede segrete, il dot- 
tore Rodolfo Bettazzi (Pisa) , proposto dai socl Giudice ed Albeggiani 
(M. L.), & eletto Socio non residente. 

Memorie e Comunicasioni. 

SCHLEGEL : Sur um nUthode pour reprisenUr dans U plan lis solides homoghus 
d n dimensions, 

PORRO : Sutt'estmsione della legge di Netuton ai sistemi stellari hinarii. 



ADUNANZA DEL 23 NOVEMBRE 1890. (Presidenza F. Giudice). 
GorrispondenaBa. — II dott. Rodolfo Bettazzi ringrazia per la sua 
nomina a socio non residente del Circolo. 
Memorie e GomimicaBionl. 
NORTHER: Extraits ffune Lettre adressie d M. G. B. Guecia'(AddUmi^k 



a8a BSTRATn dai vbebau. 

Sou 9 Us combinaisons earactiristiques dans la tramformoHom £im pomi simgiiUer», 
t. ly, p. 89-108). 

GIUDICE : SulU sucussiani [Veggasi il verbale deirAduiunza segucnte]. 



ADUNANZA DEL 14 DICEMBRE 1890. (Prcsidenia M. L. A 1 beggiani). 

Gorrispoo lenasa. — II Presioente partecipa alia Societ4 che il sig. proC 
Antonino Giardina, con lettera del i ) dkembre 1890, si t dixnesso da 
socio residente del Circolo. 

AmmissiGns di nuoTi aooi. — Dictro votazione a schede segrete, il proC 
Giovanni Pennacchietti, proposto dii soci Chixxoni e Mollame. 6 eletto 
Socio turn r$sidenU del Circolo. 

Memorie e Gomimicaaioiii. 

GERBALDI presenta alia Societii un opuscolo del socio Deli t a la » intito- 
lato : Riurche di Stereometria, Sassari, 1890. 

BERZOLARI : Intorno alia rappresenta^tone delle forme hinarie cuhiebe e hiqminh 
tiche sulla ctihica gobba, (Nota I*).* 

PEMNACCHIETTI : Sul moto bracbistocrono. 

FOURET : Sur quelquis propriiUs relaiiws aitx points d^ incidence des droites issnes 
(f im mime point et rencontrant une courbe pljuu algibrique sous un mime^ an^e, 

GIUDICE : SulU successioni. 

II Sig. A. La M a e s t r a s*^ recentemente occupato della possibiliU discom- 
porre una successione qualunque in successioni ad unico limite. Non giunse per6 
a conclusioni precise. Siccome Targomcnto pu6 interessare, non credo iiic^»por- 
tuno trattarlo rapidamente (*). 

Un numero X si dirk limite d*una successione se dopo qua!siasi termine della 
medesima se ne trovino di vicini a X piCi d'ogni numero, arbitrariamente (issato 
innanzi, diverso da X. Si diri chc 4-<»i o — 00, ^ limite d*una successione se dope 
qualsiasi termine della stessi se ne trovino di maggiori, o minori, d*ogni numerc 
positivo, o negativo, fissato innanzi arbitrariamente. 

CoROLLARio I. — Se da una successione S si separa una successione S^ edl lus 
limite di S', I I anche un limite di S; e la successione rimanente (S—S') ammette com 
limite ogni numero che sia limite di S e non di S', 

Per trattare i limiti 4* ^ ^ — ^ come ogni limite fmito peoseremo distrl 
buiti tutti i numeri reali, con continuitii, sopra una cifconferenza col punto zerc 
ed il punto infmito, -|-^ ^ — ^ come limiti, in due punti opposti (!*). Occor 
rendo , si potranno pensare separati dal punto 00 , ma aderenti al medesimo, ; 
punti limiti 4'^ ^ " ^ ^ separati dal punto o, ma aderenti al medesimo, i punt 
limiti -|- o e — o. Per evitare i limiti -^ 00 e — 00 si potrebbe ricorrerc ad un^ 



(*) Giornale di G. Battaglini : LogUo e Agotto 1890. 

C*) ^** P* ***t C* Neumann: ForUs»Bgen ibtr Riimmnu's Thtorii der dh§ l^tchtm MegrtU 
Leipiig 1884, p«g. s>« 
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rappresentazione, chiara ed opportuna, della successionc da considerarsi in un'al- 
tra formata di niimeri reali presi tutti in un prefissato intervallo (^. 

Supporremo tutti diversi e reali i nunieri delle successioni. 

CoROLLARio II. — Ogni successione, di infiniti numeri, ha aJmeno un limite, finito 
od infinito, 

Se una successione ha il solo limite / e dalla circonferenza, sostegno di tutti 
i nunieri reali, si toglie un arco, arbitrariamente piccolo, che contenga / interna- 
niente, in tutto Tarco che resta cade soltanto un nuniero finito di numeri della 
successione. 

CoROLLARio III. — Ogni successione ad nnico limite tende a qnesto nel senso usuale 

della parola; cioi diviene infinitesima con — la differen^a tra il termine »"•• della sue* 

cessiotie e Vaccenttato limite, se qnesto h finito, oppure diviene infinitesima positivo, ne* 
gativo, il reciproco del termine n^o della succsssione se il limite ^ -}" **> oppure — 00. 

COROLLARIO IV. — Una successione con it limiti i duomponihile in n successumi 
staccate , cio^ poste in archi sen^a punti comuni , tali che ciascuna finisca per divenir 
monotona oppure la successione del suoi numeri di poslo pari e quella dei suoi numeri di 
posto dispari siano cottvergenti, limitrofe, e siano Vuna sempre crescente e VaJtra sempre 
decrescente. 

Teorfma. — Se i limiti ^una data successione fonnano anch'essi una sucussione , 
quella si pud decomporre in stKcessioni par:^iali monotone in modo che i limiti di queste 
siano precisamente quelli della successione data. 

Dim. Sia 

L = («| , /j , /, , . . .) 
la successione formata dei limiti della 

Supponiamo, provvisoriamcnte, che questa non contenga nessuno dei suoi limiti. 
Si .^ornii la successione 

-^1 == (''i > *i > *3 » • • •) 

dove 0^ sia il primo dei numeri a^ interno airintervallo ( a, Z, ) ed 01^ sia il prime 
dei numeri a„ il quale si trovi dope a^_, e cada neirintcrvallo ( a,^_, /, ). La 
successione che resta della ^, dopo d'avervi tolta la A^ senza alterare Tordine 
dei termini, sia 

(A — A^) = « , a; , a; , . . .). 

Sara /, un limite di questa. Si formi la 

^j = (aj , aj , aj , . . .) 



(*) V** ?•<*•• ^ D e d e k i a d : Wat tini mU w*t flUn ii§ ZahUni Brtonicliwcigi 18S8, pag . 8 td 1 1 • 

R0nd. Gre, Matem., t» V, parte i^— Sumpato il 25 luglio i89i« }6 
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dove CLj '1^ ^1 primo numero a[ interno airintervallo (a[ /J ed «^ sia 11 |n- 
che venga dopo aj^, e cada nell'intervallo («J|_, /,). 

II numero /, sari un Hmite del la successione rinunente 

M - ^, - ^.) = (ar, <. A?. . . .). 

Continuando nel mode orr.iai designato, giungeremo cosl ad una succession 
la quale avrA per unico lignite /, e nella successione rimanente(-/lf — *^j — -^,— ... — - 

della quale /«^, sard un limite, non si troveranno piCi almeno i primi n ten 
di A per cui, continuando senza fine nel modo indicate, verremo appunto a 
Gomporre A nella semplice infinttd di succession! monotone 

^1 v^j ^- . . . 
coi limiti, rispettivi, 

I, /j I J . . . 

Queste succession! contengono tutti e soltanto i numer! di ^ e ciascono i 
votta sola. 

Se i limiti della successione appartengono alia stessa , tutt! od in parte. 
potr.\ ottenere la dcconiposizione, enunciata nel teorema, in modo analogo a qw 
indicato, principiando con uno del numer! a^., a„ a^, la successiooe monoti 
che ha per limite /« c poncndo questo, se si trova nella successione data, in i 
delle due succession! monotone aventi per limit! /._, ed l„^ . La possibiliti 
far ci6 , operando convenientemente , si riconosce immediatamente dal segue: 
schema, dove m n t p q indicano gli sressi due inter! aritmetic! consecutivi, 





L ^p «, K 


^p L K tff 


«/ . ^m ^i K 


lim. /„, 


*n * ^m » • • • 


^j »'«»•• • 


*n f ^^ » • • • 


lim. /^ 


'm » ^n » • • • 


^p y '«» • • • 


^/ 9 *•§< ... 



CoROLLARio V. — Da una successione coi limiti l^l^ ... /, si possono sufiar 
n successioni, par^iali, monotone aventi, rispettivamente, per primi termini tf , fl, ... 
# per limiti l^l^ ... /^ . Se dopo cib resta ancora una successione di infiniti ntema 
ogni limite di questa i equate ad uno dei numeri l^l^ ... /^ , limiti di queOa, 

CoROLLARio VI. — O^ni successione data la qtude ahhia infiniti limiti k decamp 
nihile in infiniti modi in una semplice infiniti di successioni monotone, epperd ad im 
limite, in modo che ogni termine di quella si trovi in una di queste ed in una sola: ^ 
limiti delle successioni par^iali si possono prefissare i termini d'una successione farm< 
arhitrariamente con limiti diversi della successione data^ 

L'importanza di questa proposizione si riconosce facilmentc pensando cli 
Se ! limiti d*una successione data formano un insienic di seconda potenza , { 
quante successioni parziali ad unico limite se ne stacchino , ! limit! della rin 
Qcnte successione formano ancora un insieme di seconda potenza. Di tal nati 
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c la succcssionc di tuiti i numeri razionali positivi e quclla, piii estesa, di lutti 
i numeri algcbrici concepibili facilmente se si pensano divise dagli interi 123..., 
la prima in modo cVe tra n — .1 ed n vi siano precisamenle le frazioni irreduci- 

bill che ngurano tra Ic . . . . . . — e la seconda 

n n n n — i « — 2 I 

in modo che tra n — i cd n si trovino le radici di tutte Ic equazioni irreducibili, 

a coefficenti interi, per le qiiali ^ « la somma del grade coi valori assoluti del 

coefficenti. 

Tutte le frazioni aritmetiche, p. es., proprie ed iniproprie, si possono distri* 

buire in una semplice infinitii di succesioni monotone aventi, rispettivamente, per 

limiti i numeri 

125... 

ancorcbC: la successione rimanente, dope la soppressione di quante si vuole delle 
successioni monotone parxiali, ammetta sempre ancora tutti i numeri aritmetici, 
frazioni ed interi, come limiti. 



ADUNANZ A DEL 28 DICEMBRE 18^0. (Presidenza M. L. A 1 b e g g i a n i). 

Gorrlapondanza. — II prof. Giovanni Pennacchietti riagrazia per 
la sua nomina a socio non residente del Circolo. 

Msmorid e Gonttuniaazioni. 

BERZOLARI : Inlorno alia rappresentaihnc delle forme btnark cubiche e biquadra' 
iicbe sitlla cubica ^obba, (Nota II*). 



ADUNANZA DELL'ii GENNAJO 1891. (Presidenza G. B. Gucci a). 

Corrispnn Jenza. — La Sociedad Cientifica & Antonio Al:^ate » ringrazia il Cir- 
colo per avere aderito alio scambio delle pubblicazioni. 

Ammiasiono di nuovi soci. — Dietro vot.izioni a schede segrete, il prof. 
Saverio Marraffa (Palermo), proposto dai soci Guccia ed Albeggiani (M. L.), 
eletto socio resi.knte\ ed il prof. Joaquin de Mendizibal.Tamborrel 
(Messico), proposto dai soci Guccia ed Albeggiani (M. L.), 6 eletto Socio non resi* 
dcnte del Circolo. 



ADUNANZA STRAORDINARIA DEL 18 GENNAJO 1891, a' sensi del- 
Tart. 18 dello Statuto. (Presidenza G. Albeggiani). 

A lie ore 3 p.m. precise il Presidente apre Padunanza. 

Gorrlspondenza. — II sig. Prof. S. M a r r a f f a ringrazia per la sua nomsoa 
a socio resiJente del Circolo. 

Elezione del Gonaiglio Direttivo pal triennio 1891, 1892, 1898. 

II Presidente richiama gli articoli 16, 17, 18, 19, 20, 32, 33 dello SUtutOb 
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relativi alia elezione c alle fuazioni del ConsigHo Direttivo (Comttato dx Reda- 
zione dei Rendiconti). II Presidente constata chc Ic Icttere per la elezione del 
Consiglio Direttivo pervenute airUfficio di Presidenza (ino alle ore ) p.m. di oggi 
18 gennajo 1891, sono in numero 114. Due di quc>te lettere sono dichiarate nulle 
perch^ non firmate nel retro. 

Le rimanenti 112 Icttere portano la finna dei soci : 

Residenti: Alagna, Albeggiani (G.), Albeggiani (M. L.), Albeggiatii (C), 
Amato-Pojero, Arioti, Basilc (Ed.), Caldarera, Cantone (A.), Cantone (M.), Certo, 
D*Arone, Delia Rocca, Di Simone, Fileti, Floridia, Gebbia, Gerbaldi, Giudice, 
Guccia, Guidotti, La Manna (.A.), La Minna (D.), La Mensa, Lanza di Maz^- 
rino, Marraffa, Mastricchi, Messina, Morisani, Patern6 (E.), Pepoli, Pertica, Pin- 
tacuda, Politi, Porcelli , Rotigliano , Sa!emi-Pacc, Tomasini , Tripiciano, Ven- 
turi, Zona. 

Non Residbnti : Amodeo, Basile (Em.), Bassani, Battaglini, Beltrami , Ber- 
tini, Berzolari, Bettazzi, Bordiga, Bortolotti, Brambilla, Breglia, Burali-Forti, Ca- 
pelli, Castelnuovo, Cavallaro, Cerruti, Chizzoni, Conti, Costa, Cremona, Dainelli, 
Delitala, D*Ovidio, Fatta, Fouret, GambarJella , Giuliani, Grimaldi , Humbert, 
Jadanza, Jung, Krau^^e, Lazzeri, Lebon, Lorii, Macr\, Maisano, Marcolongo, Mar- 
tinetti, Masoni, Merlani, Mollame, Montesano, Morera, Murer, Padelletti, Panizza, 
Peano, Pennacchietti, Fieri, Pincheric, PittarcIIi, Piuma, Porro, Prcvitcra, Reg- 
gio, Reina, Rindi, RuRlni, Ruggiero , Rus.o, Sadun , Sannia , Schlegel , Segre, 
Sforza, Spina-Cimino, Torelli, Vivanti, Volterra. 

Aperte dal Preside? /te queste 112 lettere si sono trovate altrettantc buste 
chiuse piCi piccole, cio6 : iii portanti Tindicazione a stanipa cvoto per corrispon- 
den/a », ed una che ^ dichiarata nulla perchd tale da permettere di conoscere il 
nome del votante. Dissuggellatc dal Presidente le anzidettc 11 1 buste piccole si 
sono trovate altrettante schede di votazion:. Fattone lo spoglio dal Presidente, 
assistito dai segretari, si & avuto il risultato seguente : 

Soci del Circolo i>i — Votanti iii. 



Residenti. 




cletto con 


voti 


104 


» » 


» 


100 


» » 


» 


87 


n » 


» 


10} 


» 9 


» 


104 



Albeggiani G. 
Albeggiani M. L\ 
Caldarera 
Gebbia. 
Guccia 
Riportarono inoltrc voti : 

Gcrbaldi 29 — Venturi 16 — Giudice 4 — Macaluso 2 — Altri 
voti dispersi 6. 
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NoN Residenti. 

B a 1 1 a g 1 i n t (Napoli) 
Beltrami (Pavia) 
B e r I i n i (Pavia) 
B e 1 1 i (Pisa) 
Brio sc hi (Milano) 
C e r r u t i (Roma) 
Cremona (Roma) 
Del P e z z o (Napoli) 
D e P a I i s (Pisa) 
D'O V i d i o (Torino) 
Jung (Milano) 
P i n c h e r 1 e (Bologna) 
P o i n c a r ^ (Parigi) 
Segre (Torino) 
Vol terra (Pisa) 
Riportarono inoltre voti : 

Cape! 1 i 15— Morera ii— Veronese 11 — Peano 7— Sannia 4 — 
Castelnuovo 3 — T o n e 1 1 i 3— Altri voti dispersi 2x. 
II Presidente proclama Tesito della votazione. 

Ammissione di nuovi soci.— II sig. Gioacchi.no Fiorentino, pro* 
posto dai soci Gcrbaldi e Guccia, 6 eletto Socio residenie. 
La seduta 6 tolta alle ore 6, 15 p.m. 



eletto 


con 


voti 


109 


» 


» 




no 


» 


» 




109 


» 


» 




108 


» 


» 




108 


» 


» 




no 


» 


» 




108 


» 


» 




93 


» 


» 


» 


109 


» 


» 


» 


109 


» 


» 


» 


97 


» 


1 


» 


107 


» 


» 


» 


97 


» 


^ » 


» 


.109 


» 


» 


» 


107 



. ADUNANZA DEL 25 GENNAJO 1891. (Presidenza G. B. Guccia). 

II Presidente comunica ai Soci che dopo le ore 3 p. m. del 18 gennajo sono 
pervenute alPUfHcio di Presidenza altre 5 lettere portanti alPestemo I'indicazione 
a stampa « Elezione del Consiglio Direttivo pel trieiinio i3^i-92-93 » , cio6 due 
il 18 gennajo a firmi dei soci Capit5 e Patern6 (F. P.), unail 19 a (i'rma del Socio 
Retail e due il 20 a firma dei soci Del Re e StarkofF. Queste 5 lettere, pervenute 
dopo la votazione del 18 gennajo, sono state bruciate dalPUfficio dt Presidenza. 

Affari intemi. — Esposizione ed approvazione del Conto consuntivo deU'eser- 
cizio 1890 e del Bilancio di previsione per Tcsercizio 1891. 

Ammissione di nuoyi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il dot* 
dore Paolo P a c i (Genova), proposto dai soci Loria e Mprera, t eletto 5*000 
lion residtnte del Circolo. 

Memorie e Comimicaxioiii. 

GIULIANI : Sulla funxione E(x). 

II sig. H e r m i t e nella Memoria r Sur quelques consiquencis wriA^ 
mules de la thiorie des foncUons elliptiques » (Acta Mathematica, vol ' 



t!^=32;^^x*u 
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(a intero) deJotto delle propriety per la funzione E(x) [E(x) il inassimo intero 

E(x)E(x 4- i) 
contenuto in jc] e per la £, (jc) = _2_£_^-_L_i' ^ dimostrate poi in modo ele- 

mentare dal sig. Stern nei volumi 8° e lo® degli Acta Mathematica. Queste 
propriety sono casi particolari di altrc che valgono per la 

^ ^ 1.2 ... * 

e mi limito a darne un solo csempio. 
Ricordo che 

(1) E(y + I) = E(y) + i 
e che per s ed m inieri ed s <m si ha 

y^E(y) + — y<:Eiy) + i±^. 

dalle quali, moltiplicando per m, si deduce 

(2) E(fny)^mE(y)-i-s, 
e che 

E\y + -^J = ^W » = 1,2 ... w — i — I 

(3) 

^ V "^ "^) ^ ^^y^ +1=^0+0. « = w — J, . . . , w - I 

Sjgue dalle (5) 

Ha f X + — j = £4 (jf) « = I . . . w^ - J — I 

H* ( ^ "^ ^ ) = H* (^ + /I = wi — J , . . . w — I 
e perci6 

Z ^* (* + ■^j = <'"-* - ')^* w+*JSi (*+ 

e per la (2) 

X ^* y + -^j = t'« - 1 + '«HW - H('«^)]H* w + 

+ [E(mx) — mE{x)\Ek (x + 1). 
Questa per * = i e scrivendo E(x) in luogo di £^ (jc) si riduce alia uou 
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formola del sig. H e r m i t e 



Z '^(^ + -^) = ^('"^^ -^ ^ w- 



ADUNANZA DELL'8 FEBBR A JO 1891. (Presidenza M. L. A 1 b e g g i a n i). 

Gorrispon ienza. — II Presidente partecipa alia Society ie dimissioni del 
prof. Ludovico Bresslau da socio residente del Circolo, verbalmcnte co- 
municate alTUfficio di Presidenza prima di spirare Tanno 1890 e conferrnaie con 
lettera del 28 gennajo 1891. — L*Accademia Reale delle Scienze, delle Lettere e 
delle Belle Arti del Belgio partecipa la morte del suo segretario perpetuo, il Luo- 
gotenente Generale in ritiro Giovanni Battista Giuseppe Liagre, 
avvenuta a Ixelles il 13 gennajo u. s. II Circolo si associa al lutto della R. Acca- 
demia del Belgio. 

Memorie e Gomunioazioni. 

RINDI : Suite normali comuni a diie suptrficU algehriche. 



ADUNANZA DEL 22 FEBBRAJO 1891. (Presidenza G. B. Gucci a). 
Memorie e Gomonicasioni. 

BURALI-FORTI : Sulle trasformaxioni (2, 2) che « possono oUenere mediante ' 
due trasformaxioni doppie. 



ADUNANZA DELL'S MARZO 1891. (Presidenza M. Gebbia). 
Corriapondenza.—Il dottore Paolo Paci ringrazia per la sua nomina 
a socio non residente del Circolo. 
Memorie e Gomunioazioni. 

MORERA : Sui sistemi di for^e che aimnettono la fun^ione delle forxe, 
M ARTINETTI : Teoremi sui poligoni di Steiner inscritti in una curva di ten^o 
ordine, 

GIUDICE : Sui prodoUi infiniti a fallore generale sviluppdbile in serie ordinata 

secondo le poten^e di — . 

Sia 

t sia convergente il prodotto , infinito , di fattore ti^ «« q)per6 , come k noto , 
<:, = o. Pongasi 

«» = T« : ?•+! 
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c si avrii 



J^t 



^* = fl* — (* - O-***-! +.-+(— •'^l 



fl* = ^» + ^. ^*-i + • • •"+ h 



ossia, simbolicameilte : 
Ponendo 



aj, = 






-^»JL = ^4-Jl+«~ ( , j.fA-X+( "^ J.t-4-X-,- ^ +*j.rfcU_,+ 



+ ...-f(-l)-^-.(,.J+.) 



ossia, sitnbolicamente. 



-x 



fo = I o = tf_, = c_. 



si ha quindi: 



^» 



fl* = 



ikl ' 



^i.i o 



o c. 



gKlgk,! ]gk. 



k-I^*+I 



Essendo cosl detenninati i nutneri aj^ \ quali dipendono soltanto dai numeri 
noti e^c^ . . . , si avrl 






«« • "•fr ^t+i- • • • = 9« 



Per poter calcolare per approssimazione il prodotto basta, in generate, cono- 
scere pochi d^i primi termini di ^ . perch^ indicando con ^^ la somnia dci mede- 
simi e ponendo 

si ZYtiL 

per cui, se ^, sia monotona almeno a partire da n^ Sarii per un noto teorema 
di C a u c h y 



dove X 6 un conveniente valor medio tra i numeri X^ , X^, , . . . 



2^9 



INVOLUTIONS CUBIQUES DANS LE PLAN COMPLEXE ; 

par M. Jan de Vri^s, ^ Kampen. 



AJttiunxA 4lcl IS lugUo' 1 891. 



L*c*quation 

ou :^ d^signe une variable complexe^ represente le syst&me des teraes 
de points que Ton obtient en donnant h, 1 toute valeur complexe. 

Je dis que ces temes forment une involution cubique complexe. 

Les involutions quadratiques et les involutions cubiques h deux 
points triples dans le plan complexe ont kii trait^es par M. Beltrami 
dans son remarquable mtmoire « Ricerche sulla geomelria dille forme 
binarit » (Memorie della R. Accademia delle Scienze deiristituto di 
Bologna, tomo DC, 1870). 

Quant aux involutions cubiques sur support unicursal , elles ont 
hk 6tudi6es par MM. Emile Weyr (*) et Le Paige (**). 

Dans ce qui suit je vais d^montrer comment les propri6t6s con- 



(*) Grundiuge einer Tbeor'u der cuhischen InvoluUon. (Abhtndlungen der Bdhmi* 
schen Geselischaft der Wissenschaften, 1874). 

(**) Essais de giomitrie supirieure de troisUme orir$* 
Royale des Sciences de Li&ge, tome X). 

Rmd. Ore. Matem.^ t. V, parte i**— SttrapUri 
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nucs dcs involutions cubiqucs rationnelles peuvent s'etendre aux invo- 
lutions cubiques complexes. D'ailleurs je veux d^rire quelques con- 
structions connexes. 

I. Soit 

r^quation <}ui repr^sente un ensemble de n points du plan complexe. 
L '^nation d^riv6e 

(3) K{l) = naX'' - n{n-^i)a,C + . .. = 

« 
d^nit n — i points que je nomme les foyers du groupe primitif. 

Cette denomination sert h rappeler le thtorime suivant d^ouvert 
par M. Van den Berg (Nieuw Archief voor Wiskunde, tome XV, 
p. 140) : 

« Les points-racines dc la derivee d'une Equation k n racines dif- 
« ftrentes sont les « — i foyers d'une courbe de (n — i)* classe qui 

«c topche dans leurs milieux les 7 n (« — i) c6t6s du fi-gone com- 

(( plet determine par T^quation originale ». 

« L'^quation originale ayant des racines multiples , la droite joi- 
« g^aot un point-racine tn^^* k un point-racine p^^^ est divis^ ^ raison de 
%m kp par le point de contact ». 

L^ groupes de foyers d^finis par les groupes d'une involution /, 
forment ^videmment une involution /.., que j'appelle 1 'in volution /oca/^. 

a. L'iUmination de 'k entre T^quation • 

C4) /7(^ - pd = ^flii - ?o 

I I 

d'une /^ et I'iquation 

(5) i ffiK - A) = >i ifii - qd 

de involution focale , fournit T^quation des points doubles de T/,, 
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Siivoir 

Par 1.1 substicution = p' on obtient 

(7) tp'=il'' 

c'cst-a-dire : 

« Par inversion d'un dc ses points doubles comme centre> toutc in* 
« volution complexe est convertie en une involution isobariquc^ doni tous 
« les groupes ont le meme barycentre ». 

Pour une /„ i point n?^'-' ;;; = / I'tquation (6) peut etre remplac^ 
par celle-ci : 



n 



•- I n 



Les n — I points doubles d6finis par (8) se confondent done avec les 
centres barmoniqucs du groupe des points pj, par rapport au pofc /. 

3. Supposons que Taxe des x passe par les points doubles de Tin- 
volution cubique, et que le point d 'intersection des axes coincide avec 
le point central (le niiliou des points doubles). Alors V involution focale 
sera represenie;i par 

(9) (^ -ay = \u-\- «)'• 

Si Ton designc par ;f^ le milieu d'un couple de Tinvolution, cette 
equation pent eire remplacie par 

(10) ;t* — 21^1 + a* = o. 

Alors rinvolution cubique sera indiqu^e par 

(11) ^'+3a.;j_,' = 3^(;j«_i»), 

« 

oil ;( reprdsente encore le barycentre d'ua tem^t 
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En particulier la substitution ^ = :!: a fourait 

(12) ;f' qp 3 a^** + 3 a*^ ziz ^ab* — c^ = o. 

Done: 

« Les points doubles de Tinvolution focale sont les centres de 
« deux triangles ^quilat^raux dont les sommets forment deux teraes de 
« rinvolution cubique ». 

Je les appelle mitacentres, 

Puisque , pour un triple iquilatiral , les foyers se confondent, il 
n'y a que ces deux triangles iquilat^raux. 

Les points doubles de VT^ d^termin^e par (11) sont difinis par 

(13) I'- 3(«' + *')?* + 2c\ - 3 a'b'=o. 

Supposons maintenant que toute involution soit transform^ par 
inversion, de sorte que le quadrangle des points doubles soit converti 
en un parall&logramnie (*); alors c = e. 

4. M. Beltrami a dimontr^ que les points-racines de la hes- 
sienne d'une forme cubique sont les points d'intersection des cercles 
d'Apollonius connus aussi sous la denomination de centres isody- 
namiques (Neuberg, Mltnoire sur le Utraidre), 

La hessienne du terne de Tinvolution 

indiqui par une valeur quelconque de ;^ est difinie par 

(15) (^ - «•)'* - if^ + 3*%' - (3 A»;j: + «*) = o . 
la variable :^ 6tant remplacie par /. 



(•) Voir sur cc sujct : Russell, Geometry of the Quartic (Proceedings of 
the London Mathematical Society, XIX, p. 56), ou Wiskundigc Opgavcn, IV, 
qudstion XXII, 
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Chaque point / est done centre isodynamique pour deux ternes de 
r/j. La relation entre les centres isodynamiques / et /' d'un teme sera 
representee par une Equation de la forme 

(i6) i'r + c,u'Q + + r,(/* + n + d,u' + c^O + + c^=o. 

Un tel systimc symitrique ^tant d^fini par cinq couples de points 
correspondants, se confoHdra avec unc involution cubique avec laquelle 
il a un teme et deux couples de points en conimun. 

Or, on pent diduire de (15) deux ternes de points /, /'. 

En eflfet, Tiquation (i j) lournit pour ^^ = it rt les valeurs / = oo 
et I =z± a, ce qui s'accorde avec la coincidence de Tun dcs centres 
isodynamiques du triangle Equilateral ct le point ;^ = 00 . 

En substituant t = ±a dans (15) on arrive i ^j, = it/i et:^^ = o, 
d'oii il s'ensuit que les points / = rt et / = — a sont les centres iso- 
dynamiques du terne i^ -r $a^\=^ o. 

* Chaque couple du terne a, — a, 00 forme done la hessienne d'un 
terne de linvolution cubique. 

De la mcme maniire, on obtient le terne / = o, t ^=±by — 3 
de centres isodynamiques. 

On a done le thtoreme : 

a Les centres isodynamiques appartenant aux ternes d'une invo- 
« lution cubique se rangent en couples d'une deuxiime involution cu- 
« bique ». 

A Taide des deux ternes indiqu6s ci-dessus Ton trouve pour la 
nouvelle involution TEquation suivante : 

(17) /'-f- 3*'/ =3 /,(<'-«'). 

Ellc resulte de (14) si Ton remplaee fl*(i*) par b*(a*). 
De requation 

(18) :^-)ia*+b'X-3a'b* = o, 

[voir (13)] on deduit alors que les deux involt^ 
bles en conimun; ce sont done deux mvohU^ 
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5. Revenant d I'equation g^^rale (13) je dis que le milieu des 
initicentres coincide avec le barycentre des points doubles. 

Or, les mitacenlres de deux involutions conjuguees sont les som- 
niets d'un parallilogramme. 

6. Pour chaque temc de (14), il y a la relation 

En designant par v le point de ramification qui , avec un point 
double, forme un teme de 17^, on a done 

:(* + 2v;5; — 3a'= o. 

Or, en eliniinant :^ dans la demi^re Equation ct dans la (18) on 
arrive a I'equation suivante des points de ramification 

(19) 4i'v^+(9fl'+ i8fl'**— 3*^)v'— i2a*^^ = o= r. . 

Les points de ramification de Tinvolution conjugu6c seront done 
difinis par 

(20) 4flN* + (9t'+ iSfl*^* — 3a^)v'- i2aH' = o=r. 

Puisque I'equation V^nzW se rdduit pour X = i i (18) on par- 
vient au thiorimc connu que voici : 

« Les points doubles de deux involutions cubiques conjuguees et 
« les deux quadruples de points de ramification qui leur correspondent 
« dans ces involutions, forment trois LTOupes d'une involution biqua- 
« dratique ». 

Cette /^ pouvant ctro representee par Tequation plus simple 

(21) yi^—iaH' — \^\ 
on trouve pour ses points doubles la relation 

(22) ^'+ ia'b\ = o. 
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Ces points sont done: les sommets d'un carri, son centre et le 
point a Tinfini. lis ferment done un sextuple miiaharwonique, c'est-i-dire 
trois couples de points tels que chaque couple sipare harmoniquenient 
les deux autres, 

C*est done V involution biquadraiique eonnue, composte de trois 
involutions quadratiques. 

7. Supposons maintenant que b =z a. Alors les points doubles de 
r/j sont repr&entis par 



(23) :j^— 6a*^*— 3a^ = o, 

d'ofi 

Les points ;f* = a' 6tant situ& sur Taxe des X, on y trouve aussi 

les points p* = (3 + 2^/3) a*, tandis que les deux sommets restants 
du losange sont places sur I'axe des Y i une distance y de Torigine, 

de sorte que Y*==(2 [/^3 — 3) a*. Le produit des diagonales, 4Py=4fl*^3 , 

6quivalant au carri d'un e6t6, a'=p*+y*=r4fl*^/3, le losange est un 
quadrangle isodynamique, et les points doubles ferment un quadruple iquian- 
harmonique. 

Pour les points de ramification de VinvoluUon sibi-conjugnle , on 
arrive a 

(24) v^ + 6 a* V* — 3 a^ = 0. 

Cette 6quation resultant de (23) si Ton change a en a\/ — i, les 
points de ramification sont les sommets d'un deuxiime losange que Ton 
obtient du premier par une rotation de 90'' autour de son centre. 

8. Par inversion, on pent transfermer une involution cubique de 
sorte que Tiquation de ses points doubles se prfacnte sous la ferme : 

(25) a +3?)[(^ -?)'-/>'] = 0- 

En effet, trois points quelconques sont convertis dans les sommets 
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d'un triangle Equilateral^ si Ton place le centre d'inversion dans I'un 
des centres isodynamiques du teme originaL 

En comparant TEquation (25) avec I'^uation gte^rale (13) des 
points doubles, on obtient les relatiops 

(26) { a*y=p'q + q\ 

£tant donnas les points d^finis par (25), les metacentres des deux 
involutions conjuguies seront done repr&entfe par 

m^ — 2^*m* + p^q + ^^ = , 
d'oCi 

(27) m'=q'±y^'J. 

Soit f le point de ramification correspondant au point double 
:f = — ^q, dans I'une des involutions , alors on trouve , i I'aide de 
rtquation (14), la relation 9^* — 6^r = 3 «*, d'oi [voir (27)] : 



(28) r = q±\/-^p': 



4f 



Or, je dis que ces deux points de ramification sont les centres har- 
moniques du point double ;;; = — 3 ^ par rapport au teme fomii par 
les autres points doubles. 

En efFet, les points doubles de Tinvolution 

(29) a + 37)'=M(< -?)'-/•'] 

se dMuisent de I'^uation 

\ - ^qK. + ?* + />': 4? = o 

dont (28) repr&ente la solution. Done: 

« Si, pour chaque teme conienu dans un quadruple de points, on 
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construit les centres harmoniques par rapport au quatriime point , 
« alors les huit nouveaux points se rangeront en deux quadruples d'une 
« involution, dont le quadruple^ original forme un groupe »• 

9. Les points doubles d'une involution sibi-conjugu^e peuvent £tre 
transform^s dans les sommeis d^, rf, , d^ d'un triangle iquilatire et le 
point d^ situe dans V infini. Alors le point de ramification correspon- 
dant i d^ coincide avec le centre r^ du triangle, puisque les deux points 
triples de Tinvolution spiciale diterriiinie par J, d^ d^ sont les cen- 
tres isodynamiques du triangle. 

Le point d^ 6tant un des centres isodynamiques du teme d^ d^ d^ , 
le point de ramification r, est le sym^trique de rf, par rapport^ d^dy 
Done , les quatre points de ramification coincident avec les sommets 
et le centre du triangle dont les milieux des cdt6s se trouvent dans les 
sommets du triangle des points doubles. 

Les points d^ etd^sont des conjugufe harmoniques des points r,,f^, d^ 
6tant le milieu de ces derniers. 

Aussi, les points r^ et r^ forment un quadruple harmonique avec 
^a ^^ ^3> puisqu'ils sont places dans les sommets d'un quadrangle 
harmonique. 

Chaque quadruple dquianharmonique pouvant £trc transform^ dans 
un triangle Equilateral avec son centre, on a en g6n6ral r^nonci: 

(( Si, pour chaque triangle contenu dans un quadrangle isodynami- 
« que, on construit le deuxiime centre isodynamique , alors les quatre 
« nouveaux points formeront les sommets d'un second quadrangle 
« isodynamique ». 

«i^En appliquant cette construction au nouveau quadrangle on re- 
« trouve le premier ». 

« Les huit points sont les sommets de six quadrangles harmoni- 
« ques ». 

10. Si, dans TEquation (11), on remplace :[ par ;(^^, la relation 

(30) 2C'-3i^' + n<o + ^' = o 

foumit les trois points qui, dans les ternes auxquels ils appartiennent, 
sont situEs au milieu des deux autres. 

R^d. Grc* Matem./x, V, parte i*— Stampato il 1° agosto 1891. j8 



Cette Equation tont la dfriv6e de (13)9 on arrive au thforime 
suivant : 

« Les foyers du quadrangle d^fini par Ics points doubles d'une invo- 
« lution cubique coincident avec les milieux des couples de points qui Icur 
« sont ajoutfe dans V involution ». 

II. Dans une involution cubique dou^ d'un point triple, ce point 
singulier remplace Tun des triangles ^quilat^raux. 

Une telle involution pent etre reprfeent^ par T^quation : 

son involution focale par 

(3a) (^-fly=x(^_<0*, 

et ses points doubles par 

(33) 7^ — 2a:i-\^{a^-\-h^ — ^i):(a — c[)=.o. 

De la demiire Equation il s'ensuit que le mltacentre est le milieu 
des deux points doubles. 

Par inversion de 1 'involution d^finie par 

(34) «o?, — 3 ^. ?* + 3 ^,^ - «, = ^?\ 
on arrive k one /, , 

(3$) 1I3/'— 3fl,/*+ 311,/ — fl^=X 

dont le point triple est siiu6 dans Tinfini. Au lieu d'une involution 
focale, il se pr^sente un couple de points, 

(36) a^f—iaj+a^z=zo, 

qui ferment les foyers de tons les temes, et coincident avec les points 
doubles. Done : 
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(( Une involution cubique ^ point triple situi dans Tinfini est for- 
a mic des sommets des triangles dont les c6t6s sont touches dans leurs 
« milieux par les ellipses d'un syst^me confocal pour lequel les foyers 
« se confondent avec les points doubles de Tinvolution, qui, d'ailleurs, 
« est isobarique ». 

12. Les fevers du terne 

(37) l^— 3c,l'+ 3(ii — Ci = o 

sont d^termin^ par 

(38) l*-~2C,^+C^ = 0. 

lis satisfont done aux relations 

(39) /i + A = 2C, , /J, =i. (^^, + ^,?, + ^O- 

En prenant Ic point :(^ comme intersection des axes, Ton arrive a 

(40) /,+/,= 2?,, /,/, = 7?.^». 

Les foyers du terne ^^l^o ferment un couple de Tinvolulion qua- 
draiique i points doubles it J/ 1^^;^^ ; leur milieu coitKide avec le 
barycentre du terne. 

» 

13. fitcint donnas un terne et le point triple / d*une involution 
cubique, on pent construire les points doubles de la maniire suivante: 

« Du point / comme centre, on transferme par inversion le terne 
« donn^. Alors on construit les foyers du terne nouveau. La transfer- 
ee mation inverse de ces ppints fournit les points doubles de Tinvolu-* 
a tion ». 

£videmment ce sont aussi les centres harmoniques de / par rap- 
port au terne original. 

14. Les couples de centres harmoniques d'un point / par rapport 
aux temes d'une I^ ferment une /, , dont les points doubles correspon- 
dent k t dans rinvolution conjugate. 
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De cette observation Ton d6duit le proc^i suivant pour obtenir 
le couple de points adjoints h un point donnt C, dans une involutioa 
dont on connait les temes A^ A^ A^ et i?, B, By 

« Cherchons les centres hannoniques d'un point quelconque P. 
« par rapport aux temes donnas ». 

« Soient P, et P^ les points doubles de Tinvolution a la quelle 
« appartiennent ces deux couples de centres harmoniques ». 

« De la mdnie raani^re, ajoutons au point arbitraire Q^ les deux 

« points j2a ^^ 2j »• 

« Alors il nous faut construire les centres harmoniques du point C, 
« par rapport aux ternes P^P^P^ et QiQtQ^^> 

« Les points doubles de Tinvolution dont ces deux couples font 
« partie, seront les points cherchfc C^C^ ». 

£videmment cette construction se justifie par la relation r^ciproque 
entre les deux involutions conjugu^es. 

Si Ton cherche les foyers des ternes A^A^A^ et B^B^B^ , ces cou- 
ples d^finiront une involution dont les points doubles coincident avcc 
les m6tacAtres de 1' involution cubique. 

£tant donn^ les points doubles de deux /, conjuguees, construi- 
sons les centres harmoniques de chacun d'eux par rapport au terne forme 
par les autres. 

Les huit points nouveaux £tant les points de ramification des deux /^ , 
on pourra les completer k Taide de la construction mcntionn^e ci-dessus. 



Kampen, 24 juin 1891. 



Jak deVries. 
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CONDIZIONI PERCHE DUE FORME BIQUADRATICHE 

SIANO IN I>fVOLUZIONE ; 



Nota di R. Alagna, in Palermo. 



AJunanz:! del 14 giugno 1891. 



£ noto che data una forma biquadratica, il suo covariante di 6^or- 
dine si puo scomporre nel prodotto di tre fattori quadratici tali , che 
considerando gli element! di uno di questi fattori come punti doppii di 
una involuzione, ad essa appartengono i quattro punti delta forma data. 
Cosicchi, se i covarianti del 6** ordine di due forme hiquadratiche / ed 
/, avessero un fattore quadraiico comune, presi gli elementi di questo 
fattore come punti doppii di una involuzione, ad essa apparterrebbero 
tanto i quattro punti di / che quelli di /,. In questo caso noi diremo 
che Ic forme / ed /, sono in involuzione. Ora nella presente Nota ci 
proponiamo di trovare le relazioni fra grinvarlanti di due forme hiqua- 
dratiche in involuzione. Questa ricerca mostrer^ come si possa in al- 
cuni casi risolvere un'equazione del 4° grado senza ricorrere a risol- 
venti cubiche. 

Sia 

f=at = a': = ... (I) 

una forma biquadratica qualunque ed H sia il suo Hessiano. 
Si sa che i quattro punti di 
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sono in tnvoluzione col sistcma semplicenientc infinito di quaterne 

Sia inoltre 

un'altra forma biquadratica ed if, sia il suo Hessiano. 

Perch^ la /, e la / appartcngano alia stessa involuzione , basta 
che sia 

cioi che la /, sia dclla fomia 

-f, = H+i^f-?H,: (2) 

Fonniamo 11 sistcma complcto degli invarianti simultancidclle(i) 
e (2). Esse, come si sa^ risulta dcUe otto forme 

Fra qiiesti otto invarianti dcbbono sussistere per la forma spcciak 
della (2) due rclazioiii, oltrc a quella clie sussistc fra grinvarianti si- 
multanei di due forme biquadratiche qualunque. 

Facendo intanto la 2^ sovrapposizione dclla (2) sopra se stessa , 
»i ha: 

dove 

D, = iHH,yHlW,. 

B, = iaH,ya\H\,. 
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II covariante D„ come ha dimostrato il Sylvester, i riducibile, 
ma per la nostra ricerca torna piii comodo il lasciarlo indtcato come sopra. 
Si ha infatti 



e poiche 



sari 



(D,jy=iHHyiaH)\aH,y, 



(aHyalHl = -^f, 



iD,jy:^±B. 



6 
Similmente si ha : 

(^D„Hy = -LjB-.±D, 
• 3 6 

(^B„fy = D 
(B,,H)*=i-B. 

Mediante le relaziotii precedenti e per hi teoria delle forme biqua- 
dratiche si ricavano dalle (2) e (3) i valori degl'invarianti simultanei 
di / ed /,. Basta infatti fare le quarte sovrapposizioni della (2) sopra 
/„ //., /, H e della (3) sopra / ed if . 

Si ottengono cosi le relazioni : 

v», = C4- fi.A — fj\ 

v;.=Z) + piB-^} (4) 

Vi4 =; -f fLt — pB 

(6v* + pV, + 2fi)B =ji + 6(*V" + 2p'^/. + 2fM- — i2ftp£) J (5) 

(6v»+pV.-2pOi>=2y- -^ +{*V+ 2p*C/.+2(vV-4pB/-2|xpB/. 
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Ponendo : 

m = BDi,-i^-B Cj\ + -^'^' + }j\ - ADj, \ 



(6) 



« = B/j, — B'C+^ + ABD - ^— Dj,i 
p = Dii, — Cij, + ABC—A*D + Ajj, — B/i, 
r = 2AB/,-^-B^i,-i;: + l^ 

dalle (4) si ricava 

m n p 

r ^> ^ > P ^ 

e sostituendo quest! valori nelle (5) si ottengODO le relazioni 



nC-^-mj + pD = o (I) 



(6n*+/)V, + 2/>rOB— rVi-6mV--2/)M/— 2iiirr+ i2mpD=o (II) 
(6n' + p^t\ - 2/)rOD - ir'f + !^ — m'e — 2p'Cj\ 

— imrji + 4prBj + 2pfnBi=zo. (Ill) 

Di queste tre relazioni & facile mostrare con un caso particolare 
che rultima pu6 aver luogo anche per due forme i cui otto punti non 
sono in involuzione; cosicch^ essa i la relazione generale che deve sus- 
sistere fra grinvarianti di due forme biquadratiche qualunque. 

Consideriamo infatti le due forme 

i coefficienti della quale sodisfano soltanto alia condizione 

fl, a^ — a| :^ o 
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cd 

Le / ed /, non sono evidentemente in involuzione. Intanto si ha 

I, =0, /, = o, D = o 

e per6 

w = o, n = — B'C, p = ABC, r = o; 

I- 

cosicche la (III) e sodisfiuta , mentre noii lo sono le (I) c (II). Ci6 
mostra che la (III) non e condizione caratteristica per Tinvoluzione deUe 
due forme biquadratiche / ed /,. 

Due forme biquadratiche che sodisfano alle (I) e (11) sono dun- 
quo in involuzione, i cui punti doppii si possono ottenere scomponendo 
medianre risolventi cubiche i covarianti di 6** ordine / e /, delle due 
forme / ed /, nei loro fatlori quadratic! e trovando gli element! del fat- 
tore quadratico comune a / e /,. 

Ma nel nostro caso si possono trovare direttamente i punti doppii 
senza fare uso di risolventi cubiche^ perocch^ basta trovare gli elementi 
del covariante quadratico (/, /,)\ il quale, se le forme /ed/, sono in 
involuzione e si riferiscono ai punti doppii r,, 5, , si presenta dcUa forma 

ove X c un fattore costante. 

Inoltre si puo immediatamente trovare una radice di ciascuna delle 
risolventi cubiche di / ed /. Siano infatti / cd/, due forme biquadra- 
tiche in involuzione e i, /, siano i loro covarianti del 6^ ordine*. Indi- 
cando con ?, ^) X ' fiittori quadratic! nei quali pu6 scomporsi / e con 
?i» "^ly Xi quelli nei quali pu6 scomporsi /, , si ha 



' = -p^^'^^-^ '• = y=T^'*'^'' 



Ora poichi / ed /, sono in involuzione, un fattore quadratico di 

R0nd. Circ. Makm.^ t. V, parte i'— Stampato il i° agosto 1891. 39 
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t deve, indipendcntemente da un fattore costante a, essere uguale ad uo 
fattore di /,. Sia 

Si ha intanto 

o'z=zH+kf 
ove k, k, sodisfano idemicamente alle equazioni 

k]--Lk-2i- = o. 
Dalla relazione tra f ed f, si deduce 

Ma si & visto che se due forme biquadratiche sono tali che si abbia 

dev*essere 

m n p 

ove Iff y n, />, r sono espressi per mezzo degrinvarianti simultanei di 
/ ed /, secoDdo le formole (6); si avri dunque 

r r * r 

cio^ 

Note per mezzo di queste relazioni k ovvero k^ si puo irovare 9 
Ovvcro f J , ed assumendo come punti fondamentali i due elementi r^ , 



COXDIZIONI PERCHf: DUE FORME BIQUADRATICHE, ETC. 307 

s^ di uno di quest! flutori, le fonue / ed /, prendono la forma 

c pero si possono risolvere per radical! quadratic!. 

Quanto abbiamo dctto riguardo alia dcterminazione di <p, £ e Jt, 
suppone die le due forme / ed /, siano in involuzione, senzA che una 
di esse, per esempio /, , sia una forma del fascio H + (x/" determinate 
daH'altra; perocchi sc fosse v/^ = // + jjl/^ sarebbe (/, /,y^o e i 
covarianii / e /, non avrebbero soltanto un faitore quadratico comunc, 
ma sarebbero proporzionali fra loro. 



Palermo, niaggio 189 1. 



RosARio Alagka. 
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SUR UNE CLASSE D' EQUATIONS AUX DERIVfiES PARTIELLES 



DU SECOND ORDRE ; 



[larM. tmWt Picard, k i'aris. 



AAmnisfl del s6 loglio 1891. 



On doit h, Laplace une mithode reniarquable pour integrer les 
Equations difF(&rentielles lin^aires ordinaires dans lesquelles les coefficients 
des ilMvto sont des polyndmes du premier degr6. Cette uiethodc peut 
s'^endre aux Equations aux d^riv^es panielles de la fomie 

(I) ^^ + 25^3^ + c^ + D^ + £^ + F« = o 

oil les coefficients Ay B ^ . . . F sont des polynomes du premier degr6 
en X et y. J'ai d^ii indiqui sommairement cette extension (jCompUs Ren- 
duSy' septembre 1888) ; je vais la d^velopper pour quelques Equations 
auxquelles la m^thode s'applique avec assez de facilitc. 

I. Considdrons done une Equation du type (i). Nous allons cher- 
cher k obtenir une int^grale de la fonne : 



■fi' 
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en choisissant convenablement le domaine d'intigraiion, qu'on suppo- 
sera ne pas dipendre de x et y, ainsi que la fonction de :j et i' /(:(, ^'). 
On calcule de suite les dirivte partielles.de //. 11 faut transformer 
les produits de ces dirivies partielles par x et par y. On a ainsi , en 
int^rant par parties, 

sous la condition que 

s'amiule le long dn contour dc la surface d'inligralion; dans cc cas, en 
cffet, Ic terme integrd* une fois disparait. 

De la m^me maniire, et sous la mSme condition, on a 



yu^-jfr'c^^y^d^d^'. 



On calculera ensuite -r— et ^r~ > <^t on transformera les produits 

ax ay 

de CCS derivees partielles par x et par y, II viendra par exemplc : 

x^^=JJx^e^U^y(:^,:Od^d^'> 

qui se transformera en 

-jjc^'c^'^-^^^d^d^C 

sons la condition que 

s'annule It long du contour de la surface d'intigration. 

Apris avoir fait une transformation analogue pour les d^riv^es se- 
condes, et, en ajouiant chaque fois une condition relative au contour, 
Tequation initiale (i) prend la forme: 
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P, J2, R 6tani des polyndmes du second degrl, parfaitenient diteniii- 
n^s en ;; ct :(. Si la fbnction / satisfait \ I'^quation 

elle foumira une integrals de r^quation. 

Nous aurons done i recliercher s'il est possible de determiner une 
fonction / de ;( et :( satisfaisant J Tiquation (2), et un domaine d'in- 
tegration, sur le contour duquel s*annule 

Certaines parties de ce contour peuvent d'ailleurs etre a Tinfini; 
de plus nous pourrons prendre un champ d 'integration h deux dimen- 
sions dans Tespace ii quatre dimensions correspondant i I'ensemble des 
deux variables complexes :( et if'. 

2. Appliquons d'abord ces considerations generates ^ r^quation 
d'Euler et de Poisson : 

^ ^^dxdy dx * ^ oy 

On a 



X ^ — 



sous la condition que 

soit nulle Ic long du contour. Nous avons ainsi I'equation 



SUR UNE CLASSE D^^QUATIONS AUX D^RIviES PARTIELLES, ETC. 3 it 

et r^quation (2) devient ici 

La recherche des functions / satisfaisant :i cctte Equation est im- 
mediate. II sulfit d'int^grer le systime 

di _ dt _ df 

- U' ~ U' ~ 7[(P' - Oi - (P - Od' ' 
d'oii 

/ - ^' "*" ? "~ c-^ "*■ ^ 

done 

L'integrale gin^rale de 1 'Equation en / sera done 

9 etant une fonction arbitraire. 

Nous avons done h consid^rer les intigrales doubles 

JJe^' «<'» e" ^^'-' ? a + ?') '^ ^ rf ^' . 

On peut obtenir, de bien des mani^res, des solutions de I'iqua- 
tion renfermant une fonction arbitraire. 

Supposons que Ton int^gre dans le plan de la variable ;; le long 
d'une courbe partant de Tinfini et y revenant, en tournant autour de 
Torigine, et pareillement dans Ic plan de la vnriable ;j'. On ajoute seu- 
lement la condition que e^"" et e''- s'annulent k Tinfini pour Ics che- 
mins suivis. On obtiendra de cette niani^re; quelle que soit la fonction 
9(^ + :;;') (pourvu seulement que Tintigrale ait un sens), une int^grale 
de Tequation proposie dependant d'une fonction arbitraire. Si, en par- 
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ticulier , on prend pour 9 une constante ^ on obtient la solution im- 
ponante 

u = x"Py^'. 

Nous pouvons obtenir facilementune autre solution dependant d'une 
fonaion arbitraire. A la place de ;;;\ introduisons la variable f«=i^4- ^'; 
nous aurons Tintigrale 

Prenons comme lignc d'int^ation dans le plan de la variable u 
une courbe quelconque C partant de I'infini et y revenant, puis dans 
le plan de la variable ;^ une courbe analogue C nc rencontiant pas la 
premiere (si on trace les deux lignes sur le mtoae plan). Enfin e^'^^ 
et e*^ sont suppose s'annuler quand ;^ et ti s'^loignent ind^niment. 
L'int^rale pr^c^ente, quand 9(1/) sera tel qu'elle ait un sens, don- 
nera une seconde solution dependant d'une fonctioti arbitraire. En par- 
ticulier, si on pose 

TV / ^ 

et que Ton prenne pour courbe C une courbe ferm^ enveloppant To- 
rigine, Tint^grale pr^Mente, h un facteur constant pr^ , se r^uit i 
la solution bien connue 

Nous avons done obtenu deux solutions distinctes, dependant cha- 
cune d'une fonction arbitraire. Leur somme reprteente-t-elle I'int^grale 
g^nirale? C'est une question qu'il n'est pas facile d'aborde/ avec les 
fofmes d 'integrates qui nous occupent. Au surplus, pour T^quation ac- 
tuelle, et en partant d'autrcs formes d'int^rales, la question de Tin- 
t^grale g6n6rale a ^t^ approfondie par M. Darboux dans ses lemons 
sur la thiorie des surfaces (voir tome II, chapitres III et IV). 

3. Nous allons nous occuper maintenant d'une Equation pr^sen- 
rant une grande analogic avec cellc d'Eulcr et de Poisson : 
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Cette equation se ramcne cvidemment i une equation de la forme 
de celle d'Euler, si on veut faire un changement de variables ima- 
ginaires et introduire des constantes imaginaires. Cherchons ce qufe nous 
donnera la transformation du paragr. i. Nous posons toujours 



on aura : 



X 



a^ = _//...,^),,,. 



sous la condition que f^^e^U^'^ et f:(^e^'e^'^ s'annulent sur le contour. 
L'equation qui donne / devient alors 

et par suite 



o 



j»(^') dcsignant une fonction arbitrairo de :j'. On a done Tintigrale 

en n'oubliant pas la condition suppl&nentaire. On pourra, par exem* 
pie, prendre commc doniaine d 'integration une courbe dans le plan de 
la variable :j, partant de Tinfini et y revenant, avec la condition que 
e^^ s'annule quand :j s'eloigne ind^finiment sur cette courbe. On prendra 
pour :( une courbe d'intcgration analogue; on doit seulement suppo- 
ser que, pour aucun point :^ et ;(' des deux courbes choisies, la relation 

?* + ^" = o 

ne se trouve virifiie. 

Nous obtenons ainsi une solution dependant d'une fonction arbi- 
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traire. On pourrait choisir d'autres domaines d 'integration , mais nous 
pouvons sur T^uation 



X 



/a*tt d*w\ j>ai* ftr3«_^ 



faire une remarque analogue h celle qui joue un r61e essenticl dans Te- 
tudc dc Tiquation d'Euler: c'est que Ton peut transformer fecilement 
r^quation en une autre de m&ne fonne. Si Ton pose, en efFet, 

rtquation devient * 



X 






qui est de la ni£me forme. De \h r^ulte qu'on pourra former , pour 
r^uation propose, une seconde -int^grale dependant d'une fonction 
arbitraire. 

Je Inisse enticrement de c6t6 la question de savoir si on trouve 
ainsi Tint^grale generate de T^quation. On peut m£me remarquer que 
la belle analyse faite par M. Darboux (loco cit.) pour T^uation 
I'Euler et de Poisson, ne trouverait pas ici son application, quoique 
r^quation (3) en diflfire bien peu. Cette demiire Equation est en effet 
du type elliptique^ et ks propri^t^s de ses int^grales sont bien diff&ren- 
tes de celles des intigrales dc Tiquation d'Euler. 

D'apris un thtorime general que j'ai ^tabli (/oarwj/ (fc /'J^"(}/^P(?- 
lytechnique , 1890), les int^rales de I'iquation (3) sont des fonctions 
analyliques en dehors d/ I'axe .v = ; de plus, une iniegrale de cette 
Equation est compl^tement d6tcrmin6e quand on se donne ses valeurs 
le long d'un contour ferm^ ne coupant pas la droite jc = o, cette in- 
t^ale 6tant d'ailleurs suppose continue \ Tint^rieur de ce contour. 

4. L'iquation d'Euler et Tiquation (3) rentrent dans le type plus 
g£n6ral, qu'il est int^ressant de consid^rer: 

{ax + by)^^, + 2(«'*+*'^)^«- + (a"x + b"y)^^ 

0x ' "^ dy 
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Dans le cas t)u le discriminant 

(fl'x + Vyy — (ax + by)ia''x + V'y\ 

est un carr6 parfait, on est ramen6 i I'iquation d'Euler ou i T^qua- 
tion (3); mais, dans le cas gdniral, on a un type nouveau qui mirite 
d'etre 6tud:c. La methode qui nous occupe va trouver encore son ap- 
plication. 

L'iquation (2) du paragr. i prend ici la forme : 

dont il est facile d'avoir Pint^grale g6n6rale. On a d'abord la solution 
particuli^re 

en choisissant convenablement les six constantcs (a, p, p.). On a, en 
effct, en substituant cette expression dans Tiquation pric^dente, qua- 
tre equations pour determiner 

Si, d'autre part, on considire I'iquation: 

*on voit de suite qu'on aura unc solution de la forme 

ou les /) et y et les X soni des constantes, avec X + X, + 5^, + \ = o. 
L'int^rale g^nirale de T^quation en / sera done : 
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^ itant unc fonction arbitraire de 9. Par suite, nous avoDS, pour Ti- 
quation proposte, Tint^ale 

sous les conditions aux limites qui ont ^t^ indiqu^. On pourra, par 
exemple, prendre pour champ d 'integration deux courbes, situto respec- 
tivement dans les plans des variables ^ et ;^\ partant de I'lnfini et y 
rcvenant , telles que e^' ainsi que ^^'•' s'annulent i I'infini , et que de 
plus aucun des facteurs binoqies de 9 et de / ne s'annulent pour des 
valeurs de ^ et i' appartenant a Tune et Tauire de ces courbes. 
Citons^ comme exemple, T^quation 

L 'equation donnant f(j{, ;(') est ici 



on en d^uit 



/=^'^'P-9(^^). 



9 itant une fonction arbitraire; et il en resulle pour I'iquation diffiren- 
tielle propos^e Tintigrale 

en prenant, par exemple, comme domained 'integration les courbes dans 
le plan des :j et des ;j' considiries d^ji h difFerentes reprises. 

On peut remarquer que Tiquation (4) se iransforme en une Equa- 
tion de mSme nature si on pose : 

u 3: x'"*y"^v. 
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L'iquation donnant v est en efFet 

'"53? + y-df ^- (' - *>aic + (^ - P)a7 = °- 

On poLirra done obtenir un second type d'int^grales rcnfennant 
une fonction arbitraire. 

Conime je Tai dej;\ dit, il ne senible gucrc possible de didder si 
on trouvc riellenient ainsi Yintigrah ginirciJc, 

Une distinction fondamentale serait a fiiire entre la portion du plan 
pour laquelle 

xyyo 

ct celle qui correspond a 

xy <:o, 

Dans la preniiirre une intigrale continue est m:c fonction analyli- 
que de x <?t y, d'apris le ihioreme general que j'ai rappeli plus haut, 
et il semble que c'est dans cette region qu'on iprouvera les plus gran- 
des difficultes pour verifier qu'une expression dependant de fonctions 
arbitraires represenie Tintegrale gen^Jrale. 

5 . Je veux encore indiquer en terminant une Equation de la forme 

dx^ dxdy ay* dx ' dy ' 

pour laquelle la mithode precidente fournit des intigrales. 

Supposons que A^ 5, C se riduisent i des constantes, les autres 
coefficients D , E ^ F itant des expressions liniaires quelconques en 
X ci y. 

On peut tout d'abord supposer que D ne depend que de x, et que 
E ne depend que de y; il suffit de remplacer x fit y par des fonctions 
liniaires convenables de nouvelles variables pour arriver i cc risultat. 
Cette preiniire transformation fait?, on peut encore, sans diminuer la 
generalitc, supposer que Fsc reduit ;\ une constantc. On posera pour cela 

u = ^^'"■^^ 
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V etant la nouvellc fonction, m ct n d&ignant deux consumes conve- 
nablement choisies. 

Nous partirons done de I'iquation 

L'equation donnant / se r&iuit i 

Cette Equation admet une solution particuli^re de la forme 

a, ^^ . . . , s et /> <^tant des constantes qai se ditenninent par la sim- 
ple substitution. 

En posant - = //i, Tint^rale ginirale de (£) sera 
On aura done it considcrcr I'int^grale double 

« 

qui sera une solution de (5), si les conditions relatives ^ la linme sent 
remplies. 



Paris, 13 juillet 1891. 
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Per le pubblicaxioni pcriodichs e non periodiche ricevate in dooo o in cambio dci Readicooti 
c presentate neUe varie Aduoinze, veggasi U S«eonda Parte : Bihliolgea hlAUmtlica, 



ADUNANZA DEL 22 MARZO 1891. (Pres:dcnza A. Venturi). 

Ammissiona di nuovi soci. — Dietro vota/.ioni a schede segrete, il prof. 
Stefano Pagliani (Palermo), proposto dai soci Macaluso e Mastricchi , 6 
eletto Socio residente; ed il dottore Alfonso Martonc (Roma), proposto dai 
soci Del Re e Guccii, k eletto Socio non residente del Circolo. 

Memorie e Gomunicazioni. 

CERTO : Una niiova estensione del n Problema delVa^o » di B uffo n , con un'ap' 
pJicaxione id movimento degl'indici d*un orolo^io, 

BORTOLOTTI : Sui sistemi ricorrenti del f* ordine ed in particohre sui sistemi 
periodici. 



ADUNANZA DEL 12 APRILE 1891. (Presideaza S. Pagliani). 

Gorrispondenza. ~ II Presidente partecipa al Circolo che S. E. il Mini- 
stro della P. L, in seguito a parere favorcvole de'.la Giunta del Consiglio Supe- 
riore, con lettera del 1° aprile 1891 ha concessa al Circolo la somma di lire 700 
a titolo d'incora^gianiento alia pubblicazione del Rendiconti. II Circolo delibera, 
alPunanimiti , di ringraziare S. E. il Ministro della P. I. — I signori prof. Pa- 
gliani e dott. M a r t o n e ringraziano per la loro nomina a soci del Circo- 
lo. — La Direzione del periodico El Progreso maUmdtico di Saragozza chiede, ed il 
Circolo accetta, il cambio coi Rendiconti, 

Ammissibne di nuovi soci. — Dietro votazioni a schede segrete, i signori: 
Paolo Appell (Parigi), proposto dalJ'Ufficio di Presidenza, e dott. Giro- 
la mo Rozzolino (Foggia), proposto dai soci Sforza e Gerbaldi, sono eletti 
Soci non residenti, 

Memorie e Gomunicazioni. 

KERBFDZ (Madame DE) : Sophie de Kowalevski. 

MAISANO : UHessiano della sestica bitiaria e il discriminanU della fonna delVot' 
tavo ordine, (Nota III*). 



ADUNANZA DEL 26 APRILE 1891. (Presidenza S. Pagliani). 

Gorrispondenza. — II dottore Girolamo Rozzolino ringrazia per 
la sua nomina a socio non residente del Circolo. 

Memorie e Gomunicazioni. 

HERMITE : Sur la transformation desfonctions elliptiques, (Extrait d*une Lettrc 
adress^e i Mr. S. Pine her le). 
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POIN'CARIi! : Snr VtnU^ation ah^^brijuj des equations difiretitielhs du premin or- 
drf ft dit premier de^ri. 



ADUNANZA DEL lo MAGGIO 1891. (Presidenza F. Gerbaldi). 

Corrispondenza. — LWccademia Imperi.ile Francesco Giuseppe di Scicnzc, 
Lcttere ed Arti di Praga, fondata con decreto del 2} gennaro 1890, anniinzia chc 
lerrA la sun prima assemblea »eneralc W ciorno 18 del corrente mcse. II Circolo 
es^^rinie Ic sue folicitazioni. 

Memorie e Comunicazioni. 

SEGRE : Suite varietd c1)e rappresentano te coppU di punti di due piani spa;}. 

VI V ANT I : Suite trasfonna^ioni di contatto cfie Irasformano qualunque svihppa- 
tnte in una svituppabite. 

DK VRIES : Sur tes configurations ptams dont ctmqtie point supporte detix droites 
(Fxirait d'une Lettre adress<^e d Mr. V. M a r t i n e 1 1 i). 

GHBBIA : Proposiiioni fondatnetttati detta Statica dei corpi etastici. (Veggasi il 
verbalo dell'Adunanza sepucnte). 



ADUN'AKZA DEL 24 MAGGIO 1891. (Presidenza G. B. Guccia). 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazioni a schede segrete , i si- 
gnori : C. - A. L a i s a n t (Parigi) , proposto dalPUfficio di Presidenza, e Don 
Zoel Garcia de Galdeano (Saragoz/a), proposto dai soci Guccia ed AI- 
beggiani (M. L.), sono eletti Soci uon residenti de! Circolo. 

Memorie e Comunicazioni. 

PIER I : Fonnule di coinciden^a per te serie at^ehriche 00" di coppie di punti detto 
spa^io a n dimensioni. 

GEBBIA : Proposiiioni fondamentali delta Statica dei corpi etastici. 

Mi onoro di comunicire a! Circolo aloune proposi/.ioni, dellc qujii mi riserbo 
di pubblicare le dimostrazioni in un lavoro c^e Sj>ero di niandirc presto alle 
stanipe. 

L In un corpo elastico oniogeneo indefinito in tutti i sensi, nel quale Ic forze 
elastiche amniettono un poienziale, consideriamo le tre deformazioni seguenti, chc 
chiamer6 deformazioni tipiche: 

I** Una dcfonnazione sottoposta alle seguenti condizioni: 

a) Le componenti u, v, iv dello spostaniento di un punto qualunque siano fun- 
zioni monodrome finite e continue delle coordinate di esso; si annul lino alPinfi- 
nito e i nove prodotti di esse per le coordinate non divent!no infiniti alPinfinito. 

b) Le nove coniponenli di tensione supcrficiale A*, , Yy , Z^ , Xy , Y^ , Z, 
(nolazione di Kirchhoff) siano da per tutto finite e continue, si annullino ul- 
rinfinito e i nove prodotti 

X, x' , y,/ , z, z* , X, x\ Xjy', K / , y, f , Z. x» , Z. X' 

non divcntino infiniti aH'infinito. 
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r) I.c dorivatc sccondc dclle m, v, vj soddisfino alle cquazioni 



dX. 



+ ^^ + ^^X. 



d X dy d :^ 

d X dy d ;f 

dz dY, dz,_ 

3 » "3 ' "3 '^' 

Ox Cfy d:( 

dove A', r, Z sono trc t'unzioni finite assegnate entro una porzionc a tre dimen- 
sioni S del corpo e sono nulle al di fuori di questa porzionc. 

Questa dcformazione si pu6 riguardarc come provocata nel corpo indefmito di 
forze di componenti A', F, Z agenti nella porzione S di esso. lo la chiamer6 de» 
forma:^ione per solUcUaiione cuhica, o deformaiione del i^ tipo, 

2° Una deforniazione soddisfacente alle seguenti condizioni : 

a) Le componenti u, v, w dello spostamento di un punto rispondano alle con* 
dizioni a) del la deformazione del i° tipo. 

b) Le nove componenti di tensione superdciale siano da per tutto fmite e con- 
tinue , tranne che, attraversando una superficic assegnata a, presentino disconti- 
nuity^ soddisfacenti alle equazioni 

^(X, « + A-, p + Z, T) = L, 

ove il simbolo ^y (/) (disconiinuita) significa la diiferenza dei valori che prende 

una funzionc / in punti infmitamente prossimi ad un punto della superficic 9, il 
prinio sulla normale posiiiva e il secondo sulla negativa; oc, p, y sono i coseni 
direttori della normale positiva; L, M, N sono tre funzioni (inite assegnate per 
tutti i punti di a. Inoltre le nove componenti di tensione si annullino all'infinito 
e i nove prodotti di esse pei quadrati delle coordinate, sopra distinti, non diveh- 
tino infiniti aH'infinito. 

c) Le dcrivate seconde dclle u, v, w soddisfino alle equazioni della condi- 
zione c) precedente, ove per6 A', Y, Z siano zero in tutto il corpo indefinito. 

Questa dcformazione si pu6 riguardarc come provocata nel corpo indcdnito da 
forze di componenti L, M, N agenti sulla superficic c. lo la chiamcr6 deforma* 
^ioiie per sollecita:^ione superficiale o deformazione del 2® tipo, 

3^ Una deformazione dotata delle proprieta seguenti : 

a) Le componenti u, v, w dcllo spostamento di un punto siano funzioni vr 

Rettd. Circ. Mofem., t. V, parte i* — Stampato il 25 novembre 1891. 
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nodrome finite c continue delle coordinate di esso, salvo che, attraversando una 
superiicie assegnata a, presentino Ic discontinuity 

ove m) V, fiTsono tre funzioni finite assegnatc per tutti i punti di a. Inoltreque- 
ste cotnponenti si annullino airinfinito c i nove prodotti di esse per le coordinate 
non diventino infmiti airinfinito. 

h) Le nove cotnponenti di tensione soddisfino alle condizioni b) della defor- 
maiione del i® tipo. 

e) Le derivate seconde delle u, v, w soddisfino alle condizioni r) della de(br- 
maxione del 2^ tipo. 

Chianier6 questa deforma:^hne del f* tipo. 

Ammsssa Vesistet^a delle tre i^ormaxumi indicate , U condizioni qui assegmUe per 
ciascuna di esu la determmano tuuvocamente, 

Queste tre deformazioni disimpegnano nella Statica dei corpi elastici lo stesso 
ufikio che le tre funzioni potenziali di massa a tre dimensioiii, di semplice e di 
doppio strato superficiale nella teoria delle forze newtoniane. 

n. Consideriamo un corpo elastico omogeneo tale, che^le forze elasticbe vi am* 
mettano un potenziale, e supponghiamo che occupx uno spazio limiuto S chiuso 
da una superficie a. Agiscano in tutto S forze di component! X^ V, Z e sulla su- 
peWide 9 forze di component! L, M, S, le quali tutte vi determinano univoca- 
mente una deformarione (Teorema dt C 1 e b s c hX per la quale segniamo coo n, 

V, w le component! dello spostamento di un punto , e distinguiamo con H, vl tu 
I valori di u, v, lu relativi a punti di a. 

Inuginiamo poi polungato il corpo S indefinitamente in tutti i sens! ed esteso 
al prolungamento il comportamento di esso rispetto airelasticiti ; segniamo con 
S^ il corpo indefinito cost ottenuto. 

La deformarione (u, v, u*) di S si pud decomporre in tre deformazioni tipicbe di S^: 
la deformarione del i^ tipo provocata dalle forie (X, Y, Z) agenii neUa parpime S; la 
deformarione del 2® tipo provocata dalle forre (L, Af, N) agenti su 9; e la deformarione 
del 3® tipo per la quale le componenli dello spostamento pritsenHno altraverso 9 le discon^ 

tinmtd u, v, w, 

Questo teorema d analogo a quello di Green sulla decomposizione d*una 
funzione fmita e continua, comunque assegnata entro un carapo, nella soimna di 
tre funzioni potenziali. 

IIL In un corpo omogeneo elastico indefinito in tutti i sensi, pel quale le forze 
elastiche ammettauo un po^enziale , consideriamo due deformazioni del 1° o del 
2° tipo provocate da forze agenti in due estensioni limitate S, S^ a tre o a due 
dimension!. 

// iqvoro prodotto dalle for^e a<>eiUi hi .9 per la deformarione provocata dalle forre 
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agenU in S* i u^uale al lavoro prodolto dalle for^e agenti in S^ per la deformaxhne pro* 
vocata dalle for^e agenti in S, 

Questo teorema b analogo al teorema di reciprociU di Gauss perleforze 
newtoniane. 

PIHRI : A proposilo della Noia del sig. Rindi w Sulle normaii comuni a due 
siiperficie » (pag, 106-108 del presente volwne) : 

Osservo che la mcdesima quistione fu gi4 risoluta parecchi anni addietro dal 
sig. F o u r c t per due superficie assolutamente qualtmque , col sussidio dei noti 
teoremi sui sistemi (tx, v, p) di superficie algebriche (Bulletin de la SocUU MaiU* 
tnaliqtie de France, t. VI, n** 2). II risultato del sig. Fourct d poi contenuto 
Delia seguente formula generate , che si pu6 dimostrare in pid modi , tanto per 
mezzo del principio di corrispondenza, quanto per altra via : 

« II numero N„ delle normaii comuni a due variety ad it — i dimension! 

« Mm.i i M«~i dello spazio S^ , non aventi speciali relazioni con la quadrica asso* 
a luto, ^ dato da : 

^n = r^n) r(n) + (r(,.,) /(,) + r(„) r^,^,)) + (r^^,) r[^^ + r^^,^ r\^,^ + r^^) »-(»-»))+ • • • 



« essendo r^,) , r^,) ed r^.) , r^^j gli ordini e le chissi delle variety M, Af' ; cd r/^, r/^ 
« le classi delic due varieta ad / — i dimension! segate sopra Af, Af' di uno spazio 
« 5*^ arbitrario ». 



ADUNANZA DEL 14 GIUGNO 1891. (Presidenza M. Gebbia). 

Gorrispondensa. — L*Accademia Reale delle Scienze, delle Lettere c delle 

Relle Arti del Bclgio comunica la nomina del segretario pcrpetuo della detta Acca- 

demia in persona del cav. Edmondo Marcha 1.— II prof. Don Zoel Garcia 

dc G a Id e a n o ringrazia per la sua nomina a socio non residente del Circolo. 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a schcde segrcte, il dot- 
tore Jan de Vrics (Kampen), proposto dai soci Martinctti e Guccia, 6 eletto 
Socio non residente del Circolo. 

ALAGNA : Condi^ioni percbi due fonne biqiiadratiche siano in imH)lw(ione, 

BELTRAMI : Sulla teoria generale delle onde plane. 

VIVANTI : Un prohlema sulle trasf or ma:(ioni di contatto. 



ADUNANZA DEL 28 GIUGNO 1891. (Presidenza G. B. Gucci a). 
CSorrispondensa. — La Societ;\ Fisico-matematica nelPUoiversitA ImperUIe 
di Kasan (Russia) chiede, ed il Circolo accetta, il cambio delle pubblkaxiooL 



ADUNANZA DEL 12 LUGLIO 1891. (Presidenza G. B. GaecU). 
Memorie e CSomimicasiaiii. 

DE VRIES : Involutions cubiques dans le plan compUxe. 



$24 ESTRATTI DAI VERIAU. 

ADUNAN7A DEL 36 LUGLIO 18? i (Presidenza E. Moris a ni). 

PICARD : Sur une classe d*i]uations aux dirivies partielUs du second ordr$, 

CALDARERA : Mi pregio comunicare al Circolo d'esser suto recentemente 
pubblicato dairEditore Sig. Clausen (Palermo-Torino) un mio libro col titolo 
c Pritni fondamenti della geometria del piano » diviso in 8 capitoli ; nel 1' det 
quali mi sono occupato delle primarie piii important! quistioni intomo ai pumi 
ed alle rette, anche con relaztone al cerchio; nel 2^ delle punteggiate, dei fasd 
di raggi, dei sistemi piani in generc, con considerazione successiva del rapporto 
semplice, del rapporto doppio, del rapporto triplo; nel capitolo )° ho tnittato del- 
l*armonismo semplice, e delPinvoiuzione quadratica delle punteggiate e dei fasci 
di raggi; nel 4^ delPequianarmonismo (oniografia) di esse forme; nel 5** deil'ar- 
monismo in generc (centri ed assi armontci), e deirinvoluzione di ordine n"^, prinu 
specie, delle stessc forme; nel 6^ d\:i sistemi piani in dipendenza univoca, quindi 
delPomologia o collineazione, deiromotctia ed afliinitV, nel 7** dei sistemi piani 
correlativi, conseguentemcnte dei po!i e delle polari, delle figure polari reciprocbe, 
relativamente alle curve in generc, e rispetco al cerchio in ispecie, con applica- 
lione alia dimostrazione di vari importanti tcoremi, e messo per tal modo in tutta 
evidenza il principio di dualit.\; neIP8^ capitolo infme partendo dall'equazione del 
cerchio, ne ho svolto le sue primarie propriety, sia considerandolo isolatamente, sia 
in sistemi , tra i quali ho considerate i sistemi dei cerchi tangenti a tre dati , e 
quelli aventi unico asse radicale comune. 

Ho (atto esclusivo uso delle coordinate tri linear!, col quale sistema si goa* 
dagna sommamente sotto due riguardi : di riuscire le formole simmetriche, sicch^ 
con semplici permutazioni cicliche degli elementi da una trovata relazione se ne 
inferiscono immediatamente altre ; in secondo luogo che le medesime relazioni , 
allorch^ non implicano gli elementi d^terminativi del triangolo di riferimento, sono 
direttamentc applicabili al sistema di coordinate unilinear! (non ho tralasciato in 
alcune occasion! di menzionare altri sistemi). 

In tutta la cennata trattazione il metoJo seguito e stato semprc con Tausilio 
deir ana lis! , seoza esseme ma! distratto il concetto geometrico , e tanto piu il 
sistema di coordinate adottato credo dresser;* molto appropriate per dare unlti alle 
svariatc teorie, a rilevarne rintima connessionc delle yne alle altre per formare on 
sol tutto a render le dimostrazioni molto semplici , non perdendo d*evideiiza, a 
costituire le formole con la maggiorc eleganza possibile, e col legate in istretu 
ed uoiforme dipendenza. 

Quantunque non bo pcrduto di mira chc il libro fosse istruttivo, come una 
prima prcparazionc pe! giovani, che volessero di <H:guito attendere ad un corso di 
lezioni sulla geometria supcriore , pure credo d'esscre abbastanza scientilico per 
vedute e molte investigazioni, piii oltre alle ordinarie didittiche ; vi ho posto a 
tale riguardo quel tanto di proprio, che mi (: stato possibile, e sarei ben lieto sc 
potessi migliorarlo ancora dippiu, confortato da valid! consigli, che gli autorevoli 
signor! Colleghi si dcgnassero gentilmente prodigarmi. 

G. B. C. M. L. A. 
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Aschieri, T. (Torino). Effemeridi del Sole e della Luna per Porizzonte di Torino 

e per Tanno 1891. Atli Ace, Torino, XXVI, 189a 
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vesso. — Intomo ad una dimostrazione di un teorema sugli ingoloidL Rend. Cir§i 
Mat,, IV, 1890. 

Delitala^ GK (Sassari). Ricerche di Stereomctrij. Sassari, 1890. 

Del Re, A. (Roma). [Veili t. IV, p. 5J. A propos d'un probltoie sur le biliard cir- 
culaire. Matbesis, 1890. 

— Escursioni matematiche diverse. Giorn^ Battaglini, XXVIII, 1890. 

— Sui gruppi completi di tre trasformizioni lineari involutorie negli spazi ad n 
dimension!. Rend. Ace, Lincei, 19 gennajo 1890. 

— SuUe coppie di forme bilineari. Ibid,, 13 aprile 1890. 

— Sulla superflcie del 5° ordine dotata di curva doppii del 5^ ordine. /^lU, $ ot* 
tobre 1890. 

— Su alcuni gruppi completi contenuti nel gruppo Gremona adun numero 
qualunque di variabili. Ibid., 2 novembre 1890. 
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Dd Paolis, R. (Pisa). [Fedi t. II, p. 9]. Teoria dci gruppi geometrici e iielle cor- 
rispondeuze che si p^siono stibilire tra i lo:o elcmcnti. Mem, SocUA XL ^ 
VIIj , 1890. 

D'Ovidio, E. (Torino). [l^cU t. IV, p. 6], Aitra addiziooc alia Nota sui detcnni- 
nanti di determinant!. AlH Ace, Torino, XXVI, 1890. 

— Felice Casorat i. — Cenno necrologico. Ibid,, XXVI, 1890. 
EDestrdm, G. (Stockholm). [Vedi t. Ill, p. 36]. Meddelande om Svedenborgs 

matematiski arbeien. Kongl, Fdenskaps-Akdimens ForhandJingar, 1889, 

— Bidrag till de mathematiska studiernas historia i Sverige under femtonhundra- 
talet. Ibid., 1889. 

— Programme d'un Cours universitaire d'Histoire des Math^matiques. Bibliolbeea 
MaAematica, 1890. 

— Note historique sur la somme des valeurs inverses des nombres carr&s. Ihid,, 
1890. 

— Emanuel Svedenborg sasom matematiker. Bibang till K. Svetuha 
VeL'Akad, Handlingar, XV, 1890. 

Foaret, G. (Paris). [Vedi t. Ill, p. 36]. Demonstration et applications d'un th4o- 
r6me de Liouville sur l'«^!miinilion. .Vv/i*. Ann, de Mathim,, IX, , 1890. 

— Sur quclques propri^t^s relatives aux points d'incidence dits droites issues d'un 
mdme point et rencontrant ime courbc plane a'g^brique sous un rotoe angle. 
Rend, Ore, Malein,, V, i8?t. 

Forsyth, A. R. (Cambridge). [Vedii. IV, p. 6). Theory of Differential Equations, 

Part I: Exact Equations and P Faffs Problem. Un vol. in 8** di pp. XIII-J40. 

Cambridge, University Press, 1890. 
Gebbia, M. (Palermo). \Veii t. II, p. 10]. Sa certe funzioni pot::nziaii di masse 

diffuse in tutto lo spazio infinito. Rend, Ore, Matem,, IV, 1890. 
Gerbaldi, F. (Palermo). [Vedi t. IV, p. 6]. Sui punti sesutici delle curve algebri- 

che plane. Rend, Cire, Matem., IV, 1890. 

— Sui combinanti di tre forme temarie quadratiche. Atti Aec, Torino, XXV, 1890. 
Giadice, F. (Palermo). [Vedi t. Ill, p. 36]. Una consideraxione reladva allc serie 

a termini positivi costanti tra le quali trovasi quella d'E u I e r o. Giom. di Bai' 
glini, XXVII, 1889. 

— A proposito della quistione 88 proposta dal prof. C e's it r o. Ibid., XXVII9 1889. 

— Sulle serie a termini positivi. Ibid,, XXVIII, 1890. 

— Prodotti infmiti. Ibid., XXVIII, 1890. 

— Sviluppo di arc. sen X. Una formula di trasformazione per arc tg. x.PerUh 
dieo di Matem., V, 1890. 

— Geometria plana ad uso dei ginnasi e licci. Palermo, R. Sandron, 1890. 

— Due teoremi sulle serie a termini positivi. — Osservazioni sulle serie. — Un 
nuovo C'iterio di convergenza per le serie a termini positivi. — Per un recente 
articolo del sig. Fouret. Rend, Cire, Matem,, IV, 1890, 

Grinaaldi, G. P. (Roma). [Vedi t. Ill, p. 36]. Studio sulla corrente galvanomagne- 
tica nel bismup. Mem. 4cc. Un^ei, VI, 1889. 
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— La teoria dettromtgnetica del. Ma x well e le esperien<e di H. H e r 1 1. (Pie- 
lezioDC al corso di Fisica complcr.ientjrc J.ttato ne!ristituto Fisico della R. Uni- 
versity di Roma: anno scolastico 1889-90). Roma« 1889. 

Chiooia, G. B. (Palermo), [l^edi t. IV, p. 6]. Lezioni di Geometria superiore dale 

nella R. Uoiversiti di Palermo nell'anno scolastico 1889-90. Un volume in-folio 

(litogr.) di pag. 416. Palermo, 1890. 
Hermite, Gh. (Paris), [f^idi t. I, p. 105]. Remarques sur h decomposition en 6K> 

ments simples dcs fonctions doublement p6riodiques. Ann, FaculU Touhuse^ If, 

1888. 

— Sur la transformation de I'int^gra^e elliptique de seconde esp^ce. (Eztrait d*une 
Lettre adresste i M. Matyas Lcrch). Ibid., II, x888. 

— Discours lu dins la stance publique annucllc de I'Acadimie des Sciences de 
Paris du lundi 30 d^embre 1889. Paris, 1889. 

— Discours prononc<i d^vant le Prdsident de la R^publique, le 5 aoftt 1889 , d 
I'inauguration de la nouveile Sorbonne. BttlL de Darhoux, XIV, 1890. 

— Sur les polynAmes de Legcndre. Rend, Circ. Matem., IV, 1890. 
Humbert, G. (Paris), [f^edi t. IV , p. 6]. Sur une formule de contia de M. de 

Jonqui^res. Rend. Circ. MaUm.^ IV, 189a 
Joncpil^res, E. de (Paris). [Vedi t. II, p. 53]. Note sur un point fondaraenul de 
la th^orie des poly^res. Commies Rendus, CX, 1890. 

— Descartes et son ceuvre posthutne a De solidorum elcmentis ». Ihid.^ CX, 
x89a 

Jung, G. (Milano). [J^edi t. Ill, p. 37]. Delk famiglic associjte di sistemi lineari 

e delle superdcie univocamente rappresentabili sul piano. Rend. Circ. MaUm,^ 

IV, 1890. 
Junker, Pr. (Lendsiedel in Wurttemberg). Ueber algebraische KcrrefponJcnzen— 

Iiuugural-Disserudon. TQbingen, 1889. 
Kiepert, L. (Hannover). [J/^eM t. II, p. 53]. Ueber gcwisse Verein&chungen der 

Transformationsgleichungen in der Theorie der elliptischen Functionen. Math, 

Ann. XXXVII. 1890. 
Klein, F. (Gdttingen). [Vedi t. Ill, p. 37]. Considerazioni comparative intomo a ri- 

cerche geometriche recenti. Programnu pubblicato in occ.isione deli*accog!imcnto 

nella Facoltii filosofica e nel Senato dell' University di Erlangen , 1872; traJotto 

daGino Fano. Ann, di MaUm,, XVIIj , 1890. 
Lebon, E. (Paris). [Fedi t. IV , p. 6J. Sulla determinazione degli ombelichi dcllc 

superficie tctraedriche. Rend, Ore, Maiem,, IV, 1890. 
Longchampe, G. de (Paris), [f^edi t. IV, p. 7]. Les fonctions pseudo-ct liypcr- 

bernoulliennes et leurs applications. Contribution 6!«^mcntaire ^ I'int^grat.on des 

Equations diffi&rentielles. Mem, Acad, Belgique, LU, 1889. 

— Sur les paraboles de M. Art at. Paris, 1890. 

Loria, G. (Genova). {Vedi t. IH, p. 38]. II periodo aureo della geometria greci— 

Saggio storico. Mem, Ace, Torino^ XL, , 1890. 
MacMahon (P. A.). (London). Memoir on symmetric Functions of the roots of 

systems of Equaiions. Philosophical TratisaclionSf CLXXXI, 1890. 
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Maisano, G. (Messina). [Fedi t. Ill , p. 38]. L'Hessiano della sestica bioaria e il 

discriminante della forma dcll'ottivo ordine. Rend, Circ, Matem., IV, 1890. 

— H combinante N della forma ternaria cubica. Ibid,, IV, 1890. 
IKannheim, A. (Paris), [^edi t, III, p. 38]. M^moire de g^om^trie cindmatique : 

Sur le d^placement d'une figure de forme invariable dont tons les plans passent 
par des points fixes. Journ, icoh PolyUchn.^ LX, 1890. 
Marcolongo, R. (Roma), \yedi t. Ill , p. 38]. Sulla deformazione di una sfera 
omogenea isotropa per speciali condizioni ai limiti. Rend, Ace. Lincei, 15 dicem- 
bre 1889. 

— Su alcuni sistemi d'equazioni alle derivate parziali. Rend, Ace. NapoU , giu- 
gno 1889. 

— Equilibrio di elasticity di un corpo isotropo indefinito limitato da un piano in- 
defmito. Ibid,, settembre 1889. 

Martinetti, V. (Messina). [Fedi t. 11, p. 15]. Sul genere delle curve CI nelle in- 
voluzioni piane di classe qualunque. (Due Note). Rend. Circ. Matem., IV, 1890. 

Mayer, A. (Leipzig). [Vedi t. IV, p. 7]. Zur Theorie der vollstandigen Ldsungen 
der DifFereniialgleichungen erster Ordnung zwischen zwei Variabeln. Math. Ann.^ 
XXXVII, 1890. 

— Allgemeine integrirbare Formen von DifFereniialgleichungen erster Ordnung 
und ihre Kriterien. Bericht. K. Sachs. Geselhch. der JVissenscb,, 1890. 

Mendizabal Tamborrel, J. de (Mexico). Teoria de los errores por H. F a y e — 
Traducci6n del Frances. Mexico, 1888. 

Mollame, V. (Catania). [Fedi t. I, p. in]. Sul casus irreductibilis dell'equazione 
cubica. Rend, Ace. Napoli, giugno 1890. 

Moore, E. H. (Evanston, III). [Fedi t. Ill, p. 39]. Note concerning a fundamental 
Theorem of Elliptic Functions, as treated in Halphen's Traiti , vol. I, pa- 
ges 39-41. Rend, Circ. Matem,, IV, 1890. 

Mukhop&dhy&y , A. (Calcutta). A Note on Elliptic Functions. Quarterly Jour'^ 
nal, 1886. 

— On the Differential Equation of a Trajectory. Journal of thle Asiatic Society of 
Bengal y LVI, 1887. 

— On Monge's Differential Equation to all Conies. Ibid,, LYI, 1887. 

— A Memoir on Plane Analytic Geometry. Ibid., LVI, 1887. 

— A General Theorem on the Differential Equations of Trajectories. /Wrf. LVII, 
1888. 

— On the Differential Equation of all Parabolas. Ibid,, LVII, 1888. 

— Elliptic Functions and Mean Values. Parts I, II. Ibid,, LVIII, 1889. 

— The Geometric Interpretation of M o n g e's Differential Equation to all Conies. 
Ibid., LVIII, 1889. 

— Remarks on M o n g'e's Differential Equation to all Conies. Proceed, of the Asia- 
tic Society of Bengal, February 1888. 

— Appendix to Mathem itica! Questions and Solutions from the « Educational 
Times rt, XLIV, XLV. 



\ V. (Speaa). [Vidi t. II, p. 54]. Sopra una quistiooe di proliabiliti. IMi- 
dico di MaUmaHca^ V, 1890. 
Neaberg, J. (Li^ge). [Vidi t. II, p. $4]. Sur les titra^resde Mdbius. Mkm- 
res de la SocUU Royaie dss Sciences de Uige, XI, , 1884. 

— Mtooire sur le t^tra^re. Mimoires Acai. Belgiqae^ XXXVII, 1884. 

— Sur le quadrilatferc harmonique— Sur le point dc Tarry. Matbms , V, V^ 
1885, x886. 

— > Sur les ungentes communes 4 un cercle et 4 una conique. Jourm. MMm, 
s^iales, 1885. 

— Sur les surfaces analUgmatiques. Assoc. FranQohe^ Congrk de GrmukU^ 1885. 

— Sur quelques syst^mes de tiges ardcul^s; trac^ ra^canique des ligaes. Lkge, 
1886. 

— Sur le point de S t e i n e r. ]oum de Math. spicfakSf 1886. 

— Sur les tri.mgles ^uibrocardiens. Aisoc^ Franfaise^ Congrls itOran^ 1888. 

— Sur les figures afiinement variibles. Mim. dt la Sociitl Royaie des Sciences it 
LQge, XVI, , 1889. 

— Sur les projections et contre-projections d'un triangle (ixe, et sur le syst&me 
de trois figures dircctement semblables. Mem. Acad. Belgiqtie, XLIV, 189a 

JHeobdrg-'Job. Sur les axes de Stctner et Thyperbole de Kiepert. Assoc, 
Franf.f Congrls de Paris ^ 1889. 

— Sur les foyers de Steiner d'un triangle. 7Wi., id,, 1889. 
Neaberg-d'Ocagne. Remarques sur une transformation biquadratique. Mim, Soe. 

RoyaU Liige, XVI, , 1889. 
Neuberg-Tarry. Sur les polygones et les poly^res harmoniques. Assoc. Franf., 

Congrh de Nancy, 1886. 
Noeiber, M. (Erlangen). [l^edi t. IV, p. 7]. Les combinaisons caract^ristiques dans 

la transfo.maiion d'un point singulier. Remi. Circ. Matem., IV, 1890. 

— Extraits d'une Lettre adressie d M. G.-B. Guccia. Ibid,, IV, 1890. 
Ocagne, M. d* (Paris). [^eJi t. IV, p. 8]. C. W. Borchardt et son oeuvrc. 

Re une des questions scientifiques^ 1890. 
» Sur les trajcctoires des points marques sur une droite qui se d^place en ton- 
chant constamment par I'un d'eux une courbe donn^e. Assoc, Frauf, Congrh de 
Paris, 1889. 

— Sur la transformation isogona'c de W. Roberts. Jorn, de Scimcias Maib^ 
maticas, 1890. 

— Deux th^ortoes g^iraux sur les trajectoires de points et les enveloppes dc 
droites dans le plan. Nouv, Ann, Mathim., IX^ , 1890. 

— Quelques propri<it6s gin^rales des courbes alg^briques obtenues au moyen des 
coordonnoes parall61es. Ibid., IX j , 1890. 

— Une application des coordonnoes parall^les. Ibid., VIIIj , 1889. 

— AdJition d une Note sur une application des coordonnoes parallOles. Ibid , 
IX, , 1890. 

Patem6, F. P. (Palermo). [Vedi t. II, p. 16]. Una dimostrazione di corso intomo 
ai noti problem! sui poligooi regolar;. Periodica di MaUmaUca^ V, 1890. 
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Peano, G. (Torino). [Fedi t. IV, p. 8]. Angel o Genocchi. Annuario Univ. 
di Torino^ 1889-90. 

— Une nouvelle forme du reste dans la formule de T a y 1 r. Malhesis, IX, 1889. 

— Su d'una proposizione riferentesi ai determinanti Jacobiani. Giorn, di Batta" 
glini, XXVII, 1890. 

Pennacchietti, G. (Catania). Sugl'integrali delle equazioni della Dinamica. AUi 
Ace, Gioenia di CaUnia^ 11^ , 1890. 

— Sul moto bMchisiocrono. Rend, Circ, Matein,, V, 1891. 

— Sugl*integrati comuni a piCi sistemi di eqnazioni differenziali ordinarie. AUi Ace. 
Gioenia di Catania, III^ , 1891. 

Pepoli, A. (P.iIermo). [Vedi t. I, p. 42]. Su alcuni enti generjti da tre sistemi rife- 

riti I'uno airaltro per mezzo di trasformuzioni cremoniane. Atti del Collegia de- 

gVIng, ed Arch, di Paler !.':0y 1890. 
Perrin, R. (Paris), [f^edi t. II, p. 16]. Sur Tidentii^ des p^ninvariants dcs forties 

bin tires avcc certaines fonctions des d^rivdes unilat^rales de ces formes. Bull, 

Soc, Mathim, XVI, 1888. 

— Essai de th^orie complete du syst^mo de deux formes temaires quadratiques* 
Ibid,, XVIir, 1889. 

— Sur la relation qui existe entre p fonctions enti^resde^ — i variables, Comptes 
Rendus^ 21 juin 1888. 

— Sur les criteria des divers genres de solutions multiples communes in deux 
Equations. Ibid,, 2 juillet 1S88. 

— Sur les criteria des divers genres de solutions multiples communes 4 trt)is 
Equations k deux variables. Ibid,, 23 juillet 1890. 

— Sur les caract^res de divisibility^. Assoc, Frang., Congrls de Paris, 1889. 
Picard, E. (Paris). Revue annuelle d'Analyse, Ren.i. Circ. Matem.^ V, 1891. 
Pieri, M. (Torino), [l^edi t. Ill, p. 39]. Sulla corrispondenza algebrica fra due spazi 

rigati. Atti Ace, Torino, XXV, 1890. 

— Sulla geometria projettiva dclie forme di 4^ specie. Giorn, Balidglini^'XKyUl, 
1890. 

Pincherle, S. (Bologna), [l^edi i. IV, p. 8] Su alcuni integrali particolari delle' 
equazioni differenziali lineari non omogenee. Rend, Ace. Lincei, i6marzox890« 

— Sulla trasformazione di Heine. Rend, Circ. Matem., Ill, 1890. 
Pizzetti, P. (Genovj). [Vedi t. II, p. 55]. SuJle trajettorie dei raggiluminosL .^/«- 

neo Ligure, 1890. 
Porro, P. (Torino). Sulla stella variabile C/Orionis (Chandler 2100). AUi Ace. T(h 
rino, XXV, 1890. 

— SuUe determinazioni di latitudine eseguite negii anni 1888, 1889, 1890 all*Os- 
servatorio di Torino. Atti Ace. Torino^ XXV, 1890, 

— SuU'estensione della legge di Newton ai sistemi stellari binarii. Rmd: Cire, 
Matem,, V, 1891. 

Reye, Th. (Strassburg). Der gegenwartige Stand unserer Kenntnis dcr kubischeo 
Raumkurven, ubersicht ich dargestellt. Festschrift, herausg. von der Matb em a ii scbin 
Gesellschaft in Hamburg anldsslich ihres loojahrigen JubelfesUs 1890. 
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— Ueber lineare Manoigfaldgkeiten projectiver EbcDenbOschel und coHinearer BQb- 
del Oder Raume. II, III, IV. Kronecker's Journal, CVI, CVII; 1889, 1890. 

Riaao, 6. B. (Torino). Osservazioni meteorologiche fatte neiranno 1889 aIl'Osse^ 
vatorio della R. Universitii di Torino. Atti Ace, Torino, XXV, 1890. 

Rosanes, J. (Breslau). \yedi t. II, p. 16]. Ueber ein System lineirer Gleichungeo, 
welches in Verbindung mit einer ebenen Curve 3. O. auftritt. Math, Awl, 
XXXVI, 1890. 

Rafflni, F. P. (Bologna), [f^edi t. Ill , p. 40]. Delle curve piane algebriche che 
hanno potenza in rispetto a ogni punto del loro piano owero in rispetto ad al- 
cuni dei loro proprii punti. Mem, Ace. Bologna, X^ , 1890. 

— Delle superdcie algebriche che hanno potenzi in rispetto a ogni punto ddk) 
spazio owero in rispetto ad alcuni dei loro proprii punti. Ibid,, l^ , 1890. 

Scheeifer, L. (f ). Theorie der Maxima und Minima einer Function von zwd Va- 

riabeln. Math, Ann,, XXXV, 1890. 
Sohlegel, V. (Hagen /w.). [f^edi t. IV, p. 8]. Sur une m^hode pour repr^seoter dans 

le plan les solides homog^nes if. n dimensions. Rend, Cire, Matem,, V, 1891. 
Schoate, P. H. (Groningen). [I'^edi t. IV, p. 8]. Zum Normalenproblera derKe* 

gelschnitte. Sitiungsb. d. Kaiser Akad, d. JVissenscb, in Wien {Matb.^natnrvnss, 

Clasu), XCVIII, 1889. 

— Thdor^mes g^niraux par rapport aux figures planes directement sembhbles. 
Ann. icole Polyttcbn. de Delft, VI, 1890. 

ScuoLA d'appucazione per gu Ingegneri in Roma [f^edi t. 11, p. 61] • Annuaiio 
per I'anno scolastico 1889-90. Roma, 1890. 

— Programmi d'insegnamento (agosto 1890), Roma, 1890. 

Starm, R. (MQnster yw.). [^^^ t. Ill, p. 40]. Ueber sogenannten Strahlenkcm- 

gruenzen ohne Brennfiiche. Festschrift herausg. v. d, Mathem, Geullsdf* im Hah 

burg anldsslieb ihres loojdhrigen Jubelfestes 1890. 
Tessari, D. (Torino). La Cinematica applicau alle Macchine ad uso delle Scuole 

d'applicazione per gli Ingegneri, degli Ingegneri, e Costruttori meccanici. Torino, 

Erm. Loescher, 1890. 
Tonelli, A. (Roma). [Fedi t. IV, p. 8]. Sulla connessione degli spazt. Rmd, AiC 

Lineei, 26 febbrajo 1890. 
Torelli, 6. (Napoli). [Fedi t. II, p. 61]. Sulle sostituzioni lineari a coefficient! imraa- 

ginarii. Ann, Istit, Teenico di Napoli, VII, 1890. 

— Sopra alcune equazioni alle derivate parziali. Rend, Ace, Nqpoli, 1890. 

— Sopra una formola data da H a I p h e n relativa alle trasformazioni delle eqna- 
zioni difTerenziali lineari. Ibid,, 1890. 

— Estensione d'un teorema di R i e m a n n relativo al quozicnte degl*integnli 
ellittici completi di i* specie. Ibid., 1890. 

Vecchi, S. (Parma). L'essenza roale dclle quantitd ora dette immaginarie; la rap- 
presentazione diretta delle quantity complesse e la legge di continuitA in geo- 
metria. Parma, 1890. 

Venturi, A. (Palermo), [^edi t. Ill , p. 41]. Sopra un caso generale di compeo* 
sazionne agolare. Rend, Cire. Matem., IV, 1890. 
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Veronese, G. (Pudova). II cominuo rettiiineo e Tassioma V d'Archimede. Mim, 

Ace, Lincet\ VI^ , 1890. 
Vivanii, G. (Mantova). [Fedi t. IV, p. 8]. Sulle equaxioni algebrico-dtiierensiali 

del 1® ordiae. (Due Note). Rettd. Ore, Matem,^ IV, 1890. 

— Alcune formole relative all'operaztone Q. Ibid.^ IV, 1890. 

— Luoghi geometrici del b iricentro del tri mgolo nel manovellismo di spiota ro- 
tativa. Uingegneria civile e h arti industriali^ XVI, 1890. 

— Zur Aufstellung arithnietis:her Identitaten. Scbldmilcb's ZeiUebr,^ 1890. 

— SugHDtegrali poliJromi delle cquazioni algebriccMlifFereQziali del prime ordine. 
jinn, di Matem,, XIX, , 1891. 

Vdlierra, V. (Pisa). [Fedi t. IV, p. 8]. Sulle equazioni differenziali che proveogooo 
da question! di calcolo delle variazioni. Rend. Ace. Lincet^ 19 genn. 1890. 

— Sopr.i una estensione della teoria J a c o b i-H a m i 1 1 o n del calcolo delle va* 
riazioni. Ibid,, x6 febbrajo 1890. 

V088, A. (MQnchcn). [f^edi t. II, p. 56]. Ueber die conjugirte Traiisfi:>niiation eber 
bilinearen Fomi in sich 5elbst. Silinn^sb, der matkem, physik, Classi dir K, hayer, 
AJtad, der Wiss, lu Muncljen, XIX, 1889. 

— Ueber die mit einer bilinearen Form weruuschbaren bilinearen Formen. /Mi., 
XIX, 1889. 

— Ueber einen Satz aus der Theorie der Determinanten. Ibid.^ XIX, 1889. 

— Ueber die cogredienten Transforroationen einer bilinearea Form in sich telbst 
Abbandl. der k. bayer. Ahad. der Wiss. yi Muneben, II CI., XVII, 1890. 

Weyr, Ed. (Prag). O Theorii Forein bilineara^ch. Praze, 1889. 

Zeathen, H. G. (Kidbenhavn). [Fedi t. IV , p. 8]. Sjr la revision de la thterie 

des caract^ristiques de M. Study. (Extrait d'une Lettre i M. Klein). Maib, 

Ann, XXXVII, 1890. 
Zona, T. (Palermo), [^edi t. I, p. xx8]. Lettera a proposito di un lavoro di trian- 

golazione del prof. Venturi. Palermo, 1890. 

— Sulla latitudine di Palermo , osservata con passaggi al primo verticale. Rfnd, 
Ace. Lincei, 4 gennajo 1891. 

Zurria, O. (Catania). Sulla espressione degl'integrali ellittic! in integrali defioiti (coo 
diverse applicazioni). Mem. Societa dei XL, VlUy , 1890. 



Kmd. Ore. Malm., t V, parte 2*. 
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CON L£ QUALI IL ORCOLO SCAMBXA X SUOI RemdicOUii, 



Rendicmiti della R. Accadetnia dei Lincei (Roma). 

[Fidi t. IV, pag. 13]. 

Volume VI (1890) - Primo Semjestre: 

Biancbi : Sopra una classe di r^ipprescntazioni equivalenti della sfera sul piano (226*329). 

— Sui gnippi di sostituzioni lineari a cotfHcienti intcri coinplessi (331*359)* 

— Sopra una classe di gruppi Fuchsi;:ni riJucibili a gruppi modulari (57$*5S4)« 
— - Sopra una nuova classe di superficie appartenenti a sistemi tripli ortogonali 

(435-438). 

— Sulle superficie le cui linee ;;ssintotiche iu un sistema sono curve a torsione 

costante (552-556). 
Bigiavi: Sulle cquazioni difTerenzijIi lineari (86-90). 

— - Sulle equazioni diflferenziali lineari a cocflficienti doppiamente periodic! (339*346). 
Bordiga : Di una certa congruenza del tcrz'ordine e della sesta classe dello spazto or- 

dinario (8-13). 
Ckmi: Sulle superficie algebriche siiiitnetriche (599-407). 
Dil Ri : Sui gruppi conipleti di tre trjsformazicni linear! involutorie ncgl! spazt aJ 

n dimension! (57-65). 

— Sulle coppic di forme bilinear! (237-244). 

Marcolongo : Sulle geodetichc tracciate sulle quadriclie prive di centro (392-399). 
Panmlli: Su!la piii seniplice trasfotniazione biraziona!c delto spazio ordinal io rigato 

in uno spazio linearc a quattro dimensioni (479-487). 
Peano: Sulla dednizinne dell'area d'una superficie, (54-5 7). 
Pitfckirk I Su alcuni integfjli particolari delle equazioni differcruiali lineari non omo- 

genee (199-202). 
lUma: Sulle linee cooiugate di una supcrfici^ (156-165). 

— Nuove ricerche sulle linee coniugate di una superficie (203-209). 
Tonelli : Sulla conness'one degli sp;izi (1^9-142). 

VolUrra : Sullc cquazioni difFcrenziali chc provcr.gono da questioni di calcolo dclle 
vuriazioni (43-54). 

— Sopra unj estensione della teoria J a c o b i-H a mi 1 1 o n del Calcolo delle va- 
riazioni (127-138). 

Volume VI (1890) — Secondo Semestre : 

Ciani: Sulle superficie cubichc la cui Hessiana si spezza (55-63). 

Del Re: Sul'a superficie del $" ordinc Joiata di curva dnppia del 5*^ ordine (221-228). 

— Su alcuni gruppi compleii conicnuii ncl gruppo Cremona ad un numero 
qualuoque di variabili (271-276). 
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De PaoKs : Alcune proprieti della superficie di K u m m e r (3-11). 

Enriqtus : Alcune proprietfi del f^sci di omografie negll spazi lineari ad n dimension! 

(63.70). 
Loria: Suli'dpplicazione delle fanzioni Jacobiane alio studio delle linee sghembe di 

quart'ordine e prima specie (179-1S7). 
Njgy : Sulla r.ippresentuzione grafica delle quantitJi iogiche (50-55, 373-378). 
Padova: Estensione del problema di St.-Venant (95-102). 
Ptanox Valori approssimati per Tarea di un ellis^oide (317-321). 
Heina: Di alcune formole relative a'.la teoria delle superficie (103-110, 176). 
VolUrra: Sulle variabili complesse negli iperspazi (241-252). 



Gomptes Rendus des s6ance8 de TAcad^mie des Sciences de Paris. 

[Vedi t. IV, pag. 14]. 

Tome CX (Premier Seraestre 1890) : 

N° I (6 Janvier): 

Jppell: Sur les fonctions elliptiques (32-34). 

Painlevi : Sur les int^grales raiionnelles des Equations du premier ordre (34-36). 

N" 2 (13 Janvier) : 

Picard : Sur Temploi des approximations successives dans P^tude de certaines Equa- 
tions aux d^riv^es partielles (61-67). 

N° 3 (20 Janvier) : 

Jonquilres (de) : Note sur un point fondamental de la th^oriedes polyfedres (i 10-11 5). 
Hamyi Sur la th^orie de la figure des planMes (124-125). 

Guicbard : Determination des congruences, telles que les lignes asyroptotiqaes se cor- 
respondent sur les deux nappes de la surface focale (126-127). 
Zaremba: Sur I'intdgration d'une Equation aux d^riv^s partielles (127-129). 

N° 4 (27 Janvier): 

« 

Jonquihres (de) : Note sur le th6or6me d'E u 1 e r dins la thiorie des poly^dres (i69*l73). 

Cay ley : Sur les racines d'une equation alg6brique (174 176). 

Appell'. Sur les fonctions de deux variables A plusieurs paires de p6riodes (181-183), 

Painlevi : Sur les transform jtions simplement rationnelles des surfaces alg^briques 

(184-186). 

N° 5 (3 fdvrier) : 

Cayleyi Sur les racines d'une Equation algebrique (2^5-218). 
Mannheim : Sur un mode de transformation en GEomEtrie cinEnutique (220-223). 
Rajfy : Determination des surfaces harmoniques rEglEes (223-226). 
Painlevi : Sur .les transformations simplement rationnelles des surfaces et sur one cUsse 
d' Equations di£^reiitielles (226-229). 
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N*' 6 (lO ftvrier) : 

Jonqmhes (de) : Note sur un M^m^ire de Descartes longtetnps incdit, et stir !es 
titrcs de son auteur k h priority d'une dkouvertc ditns la th^oric dcs poIy^Jres 
(261-266). 
Stieltjes: Sur la fonction exponcntielle (267-270). 

Mannheim : Sur un m )de de transform ition en Geonidtrie cin^m^tique (270-272). 
Perrin : Sur une gdn^ralisation da thdorC'inc d'E u 1 or rclatifaux pol^'&drcs (273-275). 

N° 7 (17 f^vricr): 

Tisurand : Sur les mouvements des plan^tes , en suf posant I'attraaion reprdseotfe 
par I*une des lois ^lectrodynamique de Gauss ou de Weber (313 -3 15). 

JonquUres (di): fi:rit posthume dc Descartes sur les polytdres (5i>-3X7)- 

Seydler: Sur le problfcme de Saim-Pi5iersbourg ($26- 3 28). 

Dtmartresx Sur les surfaces rAglt^s dont Tel^ment lin^ire est riduaible if la forme 
de Lieu vi lie (329-330). 

Pttot : Sor les surfaces doat T^liment lini^irc est r<&Juctible i la forme 

di» = F( C7 + rX</a» + rft;* ) (J30-333). 

Jami : Extension des thtortoes relatifs 4 la conservation des fiux de force et d'in- 
ductioQ magn^ues (336-339). 

N* 8 (24 fivricr) : 

MamAdm : Transformations en G^oro^trie dn^matique (391*394). 

N° 9 (3 roars) : 

Jamti Sur i*aimantation transversale des conducteurs magn^tiques (453-45$). 

N® 10 (10 mars): 

Picard : Notice sur la vie et les travaux de George s-H enri Halphen (489* 

497)- 
RouMx Sur la formulc de Stirling (513-51$). 

Biocbe: Sur les surfaces regl6es qui passcnt par une courbc donn6e (515*516). 

N** II (17 mars) : 

Uvy (Maurice): Sur ['application dos lois ilectrodynamiqucs aj mouvcnient des pla- 
n^tcs ($4$-$>0- 

K"* 12 (24 nurs): 

Callandreau : fitudes sur la th6orie de la capture des combes p^odiques (62$ 627). 
Mitiag'Ltffleri Sur une transcendante rcmarquablc J6couverte par M. Fred holm 

(627-629). 
Bitot : Sur les invariants d'une cl isse d'cqualions du premier ordrc (629-632). 
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N*» 13 (31 mars): 

Jampuires (de) : Note sur an M^moire pr&sent^, qui contient , avec le texte cotnplet 
et revu de I'^rit posthume de Descartes: cDe solidorum elemends •, la 
traductioii et le coimneouire de cet ouvrage (677-680). 

RmMoJimi (dg): Sur U Stitique gnphique des arcs ^Ijstiques (697-700). 

N* 14 (8 avril): 

Uty (Maurict): Sar les di verses theories de I'ilectncic*^ (741-742). 

N*' IS (14 avril): 

Pdkii Rectification approximative d'un arc de courbe (778). 

Fourti : Construction du rayon de courbure des courbes triangulaires symitriques , 

des courbes planes anharmoniques et des lignes asymptotiques de la suriace de 

Steiner (778-781). 

N* 16 (21 avril): 

Poincari : Sur la loi ^ectrodynamique de Weber (825-829). 
Painlivi : Sur une transformation des Equations diffi^rentieHes du premier ordre (840-843). 
F<mr$t : Construction du rayon de courbure de certaines classes de courbes, notam- 
ment des courbes de L a m £ et des parabo!es et hyperboles de divers ordres 

(843-846). 

N** 17 (28 avril): 

Picard : Sur une classe d'^juations diff(§rentieUes dont Hntdgrale gtoirale est uniforme 

(877-880). 

N** 18 (s mai) : 

Beltrami: (}uelques remarques au sujet des fonaions sph^riques (934-938). 
Painkvi: Sur les int^grales alg^briques des Equations diffi&rentielles du premier ordre 

(94S-948). 

N® 19 (12 mai) : 

CaJUndnau : £cart entre la surfice de la Terre suppos^e fluide et celle d*un ellip- 

soide de revolution ayant mftmes axes (993-994). 
Guiebard: Sur les surfaces .«qui possMent un r^seau de g^od^siques conjugu^s (995* 

997)- 

N® 20 (19 mai) : 

SMtjisi Sur la valeur asymptotique des poIyn6mes de Legendre (1026- 1027). 

N® 2 1 (27 mai) : 

Parenty: Sur la r^olution automatique et I'int^gration des Equations (105 5*1057). 
Folie: Sur la nuution de Paze du nionde (i058-io6(^. 
Appelli Sur la thtorie de la chaleur (ic6 1-1063). 

NO 22 (2 juin) : 

(Muroi Sur U courbe repr<^sentative des ph^nom^nes de diffraaioQ (iii9«iiaa). 
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N® 25 (9 juin) : 

Ruai : Sur le mouvement d'un prisme, reposant sur deux appuis, soumis i ractkm 
d'une force normile variab'e suivant une loi particuli^re, appliqu^e en un poiot 
determine de la fibre moyenne (1157-1160). 

Boussinesq : Thtorie du regime permanent graduellemect varii qui se produit prte de 
Tentrde 4vas4e d'un tube fin, oil Ics filets d'un liquide qui s*y ^oule n'ont pas 
encore acquis leurs inigilitis normiles de vitesse (ii6o-ii66). 

Saint-Germain (de) : Sur ua cas particu!ier da mouvement d'un point dans un niliea 

rdsisunt (1184-1187). 

NO 24 (16 juin): 

Boussinesq : Thiorie du mouvement permanent qui se produit pr<is de Pentrfe 6vtife 
d'un tube fin: application i la deuxi^me s^rie d'experiences de Poiseutlle 
(1238-1242). 
— Calcul des temperatures successives d*un milieu homog^ae et athermane iDd^- 
fini, qui sillonne une source de chaleur (1342 1244). 

N** 2$ (2^ juin) : 

Boussinesq : Th^orie du regime pennanent graduellemcnt vari6 qui s€ produit prte de 
Tentrte dvasde d'un tuyau de conduite, od les filets fluides n*ont pas encore ac- 
quis leurs in^galit^s normales de vitesse (1292-1298). 

N** 26 (30 juin) et dernier : 

(Alcuna comunicaxione di Matematica). 



Tome CXI (Second Semestre 1890). 

N° 2 (15 juillei): 
Celsi Sur les Equations diffi&rentielles lin^aires ordinaires (98-100). 

N° 3 (21 juillet): 

Ufschit^i Sur la combinaison des observations (163-166). 

NO 4 (28 juillet) : 

Caspary : Sur une nouvelle m^thode d'exposition de la throne des fonctions thte » 

et sur un thiorfeme ilimentaire rehtif aux fonctions hyperelliptiques de premite 

esp^e (225-227). 

NO 7 (18 aoAt): 

Poincari: Contribution ^ la thtorie des experiences de M. Hertz (322-526). 

N° 10 (8 septembre) : 

Lecornu : Sur une propriitd des syst6mes de forces qui admettent un potentiel (395- 
J97). 
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N° 12 (22 septerabre): 

Cayhy \ Sur I'^quation modulaire pour la transformation de I'ordre 11 (447-449)* 

N° 14 (6 octobre) : 

Picard : Sur la ditenninaiion des int^grales de certaines Equations aux derivees par- 

tielles du second ordre (487-492). 
Schouie : Sur les figures planes directemcnt semblables (49Q-SO1}. 

N° 15 (13 octobre) : 

Petot: Sur les ^qu.tions lin<^aires aux d^riv^es panielles (522-524). 

N° 16 (20 octobre) : 

Resal : £tude du mouvement d*un double c6ne paraissant retnonter, quoique descen* 

dant, sur un plan incline (S47~5S3)- 
Leiieuvrt : Sur certaines classes de surfaces (56S-569)< 

N° 17 (27 octobre): 

Callandreau : Sur la reduction ^ la forme canonique des Equations dif!i&rentielles pour 

la variation des arbitraires dans la theprie des mouvements de rotation (593-505)- 

Uouville (/?) : Sur les d^veloppements en s^rie des inti^grales de certaines Equations 

difRrentielles (597-600). 

N** 18 (3 novembre) : 

Mofmbeim: Sur le d^pUcement d'un double c6ne (634-636). 
Appdl : Sur les fonctions pdriodiques de deux variables (636-638). 
Jamti : Sur un cas particulier de I'^quation de L a m ^ (63S-639). 

N° 19 (10 novembre): 

Padii Sur I.1 representation appiochc^e d'une fonction par des fractions rationnelies 

(674-676). 

N° 20 (17 novembre) : 

UauHi Notice sur Ed. Phillips (703-713). 
Kobhi Sur un tb^or^me de M. Picard (726-728). 

N** 21 (24 novembre): 

Sylvester : Sur le rapport de la circonf^rence au diam^tre (778-780). 
La Maestro: Generalisation d'un theor^me d'Abel (782-784). 

N° 22 (i d^cembre): 

ManMhiim : Sur un nouveau mode de diplacement d'un double c6ne (817-819). 

N° 23 (8 decembre) : 

Sylvester : Preuve que tc ne peut pas ^tre racine d'one 6qiii 
dents entiers (866-S71). 
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DauihwilU: Sur une transformation de mouvement (877-878). 

CeJs : Sur une classe d^iquations diffiirentiellcs linjiires ordtnaires (879-881). 

N** 2S (22 d^cembre) : 

Cayliyi Sur les surfaces minima (9$ 3-954). 

Humbert I Sur les normales aux quadriques (963-965). 

Lucas (JFilix) : Resolution ^lectromagn^tique des ^nations (965-967). 

N® 26 (29 d^embre)— Stance pub*ique annuelle : 

Allocution du President M. Hermite (1015-1020). 

Grand Prix des Sciences mitht^matiques : M. Paul Painlev^ (Rappocteor: 
M. Pkard). (1021-1024). 

Prix Bordin : (N'est pas dtomd) (1025). 

Prix Francoeur : M. Maxim ilien Marie (Rapporteur : M. Birtrimd). (1025). 

Prix Poncelet : M. le G6n6ral I b a n e z (Rapporteur : M. Berirand) (102$). 

Programme des Prix proposes pour les ann^es 1891 , 1892 , 189} et 1895 
(1090-1120). 

Proceedings of the Royal Society (London). 

[Fedi t. Ill, pig. 57]. 

Vol. XL VI (From May 2, 1889, to November 30, 1889) — N. 280-285 : 

Thomson : Note on the Effect produced by Conductors in the Neighbourhoo4 of a 
Wire on the Rdte of Propagation of Electrical Disturbances along it, wi& a De- 
termination of this Rate (1-13). 

BHoll : On the Interchange of the Variables in certain Linear Dificrential O per a toc t 
(358.362). 

Vol. XLVn (From December 5, 1889, to April 24, 1890) — N. 286-291 : 

Basset : On the Extension and Flexure of Cylindrical and Spherical Thin Elastic SbcUl 

(45-49)- 
Winur and Wedding : Remarks on Mr. A. \V. War d's Paper c On the Magnetic 

Rotation of the Plane of Polarisation of Light in doubly refractiog Bodies (1*5). 
MicbeU: The Theory of Free Stream Lines (129-133). 
MacMdboni Memoir on the Symmetrical Functions of the Roots of Systems of Eqnt- 

tions (176-178). 
Bryan : On the Subility of a Rotating Spheroid of Perfect Liquid (367-376). 

Vol* XLVni (From May i, 1890, to December i, 1890) — N. 292*295 : 

Darwin (G, H.) : On the Harmonic Analysis of Tidal Observations of High and Low 
Water (278-340). 
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Philosophical Transactions of the Royal Society of London (A). 

[Fedi t. m, pag. 6i]. 

For the year MDCCCLXXXIX — Vol. i8o : 

Darvin (G. //.) : On the Mechanical Conditions of a Swarin of Meteorites,* and on 

Theories of Cosmogony (1-69). 
Forsyth: A Class of Functional Invariants (71 -118). 
Bryan: The Waves on a Rotating Liquid Spheroid of Finite Eilipticity (187-219). 



Mathemattscha und natur^ssensohafbliche Mittheilongen 

aus den Sitzungsberichte 
der K. Akademie der Wissenschafben bu Berlin. 

[Fedi t. IV, pag. 20]. 

Jahrgang 1890: 

Brum: Ueber das Problem der Saecularstdrung (377-379). 
Fucbs: Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen (1-8). 

— Ueber algebraisch iniegrirbare lineare DifFerentialgleichungen (3<55-3i7). 
Kronecker: Zur Theorie der elliptis:hen Functionei) (59*80,81-88, 143-165, 187-198, 

61 3-617). 

— Ueber orthogonale Systeme (359-375, 389-395, 4$7-465i 567-579, 651*668). 

— Ueber die Composition der Systeme von «* Grdssen mit sich selbst (669-676). 

— Algebraische Reduction der Schaaren biliuearer Forraen (763-775). 

— Algebraische Reduction der Schaaren quadr^tischer Formen (853-866). 
Upscbitii: Beitrage zu der Theorie der gleichzeitigen Transformation von zwei qua 

dratischen oder bilinearen Formen (3I9-347). 



Sitsungsberichte der Kaiserl. Akademie der Wisseneohaffton 

zu Wien. 

(Mathematisch-Naturwissenschaftliche Classe) 
[Fedi t. IV, pag. loj. 

XCVIII. Band— Jahrgang 1889. 

Amesedtr: Theorie der cyklischen Projectlvititen (290-317). 

— Die Quintupellage collinearer Raume (588-6x3). 

Biirmann : Zur Theorie der Doppelintegrale expliciter irrationalcr Functionen (340- 

363). 
Bahek: Ueber die S t e i n e r'schen Mittelpunktscurven (5-27, 394-418, 526-535). 

— Ueber Dreischaarcurven (141-172). 

Dingeldey : Ueber einen neuen topologischen Process und die Entstchungsbcdingun- 
gen einfiicher Verbindungen und Knoten in gewissen geschlossenen FlSchen (79- 
106). 

Escbericb: Zur Theorie der zweiten Variation (1463-1501). 

Rend, Grc. Matem^ t. V, parte 2*. «. 



i8 wauonCiL mathuti!*. 

Fucks (K.) : Ueber die Oberflicheospannung eincr FlQssigkdl vok kttgdftrnigcr Oler* 

fliche (740-751). 

— Direcle Ableiiung eir.iger Cipillariiatsfunciionen (i 362-1 391). 

Gigenbamr : Ueber diejenigen Thciler ciner gmzen Zjhl, we!cl)|e erne vorgesdiriebeoe 
GreDze uberschreiten (28-36). 

— Wahrscheinlichkeiten in Gebiete der aus den vierten Eii^ieiiswuneiti gebikk- 
tea cotnplexen Zahlen (635-646). 

— Zur Theoric von Congrucnzen (652-672), 

— Zur Theorie der Kctienbruche (673-687). 

— Eine Eigenschaft der Entwicklung einer ganzen Funaion nach den Nakcniogs* 
nennern von gewissen rcgularea Kettcnbruchen (S67-882). 

— Ueber complcxc Prinuahlcn (1036-1091). 

Hepperger {von) : Integration der Gleichung fur die Stdrung der niittleren taglkhen 
siderischen Bewegung periodischer Konieten von geringer Neigung (B i e 1 a'scher 
Koniet) durch die Planeten Erde, Venus und Mercur (1094-1120). 

KobJ: Ueber die Lcmniscttentheilung (364-387). 4 

Korteu'eg : Ueber Faltenpunkte (1154-1191). 

Lau$rmtmni Zum Normalenprobleni der Ellipse (318-526). 

MirUfu : Beweis der Darstellbarkeit irgend eines ganzen invarianten Gebildes ciMr 
binaren Form als ganze Function einer geschlossenen Anzahl solcher Gebikie 

(7J-78). 

— Zura Normalenproblem der Kegelschnitte (431-445). 

— Ueber invartante Gebilde quaternarec Formen (691-739), 

Pick : Ueber Raumcurven viener Ordnung erster Art und die zugehdrigea eHiptischen 

Functionen (536-563). 
SehouUi Zuni Normalenproblem der Kegelschnitte (1519-1526). 
Vries (Jan de) : Ueber gewisse, der allgemeinen cubischen Curxe, eingeschriebeoe Coo- 

figurationen (446-470). 

— Ueber gewisse Configumtionen auf ebencn kubischen Curven (i 290-1298). 
Vaelsch '. Zur Invariantenthcorie der Liniengeometrie (1528-1540). 

Wir linger : Beitrag zur Thc'»rie der honiogonen lineareii Difierentialgleichungen mk 

algebraischen Rcljiionen zwischcn den FunJamentalintegralen (66-72), 
Zitidler : Zur Theorie der Nctze und Configuraiionen (499-519). 



Acta Societatis Scientiaram Fennloae. 

ToMUs XVI (1888): 

Dubirn : Applications de la Thermodyn^ique aux anions qui s'exerceiir entie Hi 

courants ^lectriques (229-332). 
Lindeldf: Trajectoire d'un corps <)ssujotti d se mouvoar sur la surface de la terre Mti 

rinfluence de la rotation terrestre (369-428). 
Neovius : Untersuchung einiger Singularitaten, welche im Innern und auf dtf Begren* 

zung von Minimalfl«ichenstucken auftreten kdnnen, deren Begrenzm^ von gerad- 

linigen Strcckcn gebildet wird (529-553). 
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— Ueber Minimalflachcnstucke, deren Segrenzung von drei geradlinigen Theilea 
gebildet wirJ ($73-601). 

SUubtrgi Den Hermite'ska differentialeqvationen af andra ordningen (205*227). 

— Djrstellung s^nftntlicher Differentialgleichungen von der Form 

y '- 1''4^. -7^ *-a, )T-fl, -^ ( x-a, )+«(«+ 1 ) (K * ~ *J+p ( x—o, ))] ^ 

welche nur cindeutige Integrate besitzen (533-343). 

— Zur Theoric der linearen und homogenen Differentialgleichungen rait doppelt- 
periodischen Coefficienten (493-513, $55-572). 



Ofrersigt af Finska Vetenskaps-Societetens Fdrhandlingar. 

XXXI (1888-1889): 

Tdllqvist: Construction eines Modelles einer specicllen Minimalfliche (32-51). 



Bidrag till kAnnedom af Finlands Natur och Folk. 

Utgifka af Finska Vetenskaps-Socibtbten. 
Fyrationdeattonde Haftet. 



Nachriohten von der K5nig]. G^sallschafb der Wisaanaohaflaii 
and der Georg-Augiists-Univarsitftt ssa Gdfetingen. 

[Vedi t. Ill, pig. 61]. 

1889: 

BriU*, Ueber die Discriminante von Resultanten (89 92). 
BMfkkMrdti Ueber eine hyperelliptisclic Mu lipliwUtorgleichung (553-557). 
Hilbert: Zur Theorie d.*r algebraischen Gebilde, II, III (25-34, 423-430). 
HdUer: Bemerkung zur (^.uaternionenthcotie (34-38): 

— Ueber einen Mittelwerthssatz (38-47). 

K!$in: Zur Theoric der Abel's:hen Functionen I, II (179-191, 576-380), 
Mascbke : Ueber eine merkwurdige Configuration gerader Linien im Raume (384-388). 
Ptueai (£) : Zur Theorie der ungeraden Abe Tschen Sigmafunctionen dreier Argu- 
mente (416-423). 

— Zur Theorie der geraden Sigmafunctionen dreier Argumente (547-553). 
SchoenflUs : Ueber regelmassige Configurationen n^ auf den Curven dritter Ordnung 

(334-344). 
Scbroeieri Ueber die Bildungsweise und geometrische Konstruction der Koofiguratio- 

ncn lOj (193-236). 
Study: Ueber Systeroe von complexen Zahlen (237-268). 
Weber (//) : Ueber stitionare Strdmung der Electricitat in Flatten (93-101). 
WUAeiss : Die partiellen Differentia'gleichungen der Abe I'schen ThetafuaktiOQen 

dreier Argumente (381-384) 
tyirtinger: Ueber dis An.ilogon der Kumraer'schen Flache fiir ^=3 (474-480). 



•p* 



OC BmUOTECA MATBICATICA. 

Mathematische Annalen; 

In verUndung mit C. Neutnann begrundet durch Radolf Friedrich 
Alfred Clebsch. Unter Mitwirkung der Hcrrcn Prof. P. Gordtozu Erlan- 
gen. Prof. C, Neumann zu Leipzig, Prof. K. VonderMQhll zu Basel, gegeo- 
wirtig herausgegeben von Prof. Felix K 1 c i n zu Gdttingeo , Prof. W a 1 1 h e r 
D y c k zu MQncheo, Prof. Ad«lph Mayer zu Leipzig. 

XXXVn. Band (1890) : 

Braunmabl (von) : Ueber Gruppen von ^-reihigen Charakteristiken, die aus if*tein gan- 

zer Zahlen gebildet sind und die Relationen zugehdriger Thetafuncdoiieii n-ter 

Ordnung (61-99). 
CapelJi: Sur les operations dans la thtorie des formes alg^briques (1*37). 
Dyck : Beitriige zur Analysis situs.-IL Aufsatz : Mannigfaltigkeiten von ii-Diroensio- 

ncn (373-316). 
Hess : Ueber die E u 1 e r'schen Bewegungsg'eichungen und uber eine neue particulare 

Ldsung des Problems der Bewegung eines starren Kdrpers um einen festen Punkt 

(153-181). 
KUptri : Ueber gewisse Verein&chungen der TransformadonsgleichuQgen in der Theo- 

rie der elliptischen Fuoctionen (368-398). 
Klem : Zur Nicht-E u k I i di schen Geometrie (544-572). 

— Ueber die Nullstellcn der hypergeonietrischen Rdhe (573-590). 
Kurscbdk: Ueber partielle Differential gleichungcn zweiter Ordnung mit gleichenCba- 

rakteristiken (317-320). 
Mayer {A.) : Zur Theorie der vollstandigen LQsungcn der Differentialgieichungen eitter 

Ordnung zwischen zwei Variabein (399-403). 
Noiiber : Zur Theorie der Abe i'schen Differential a usdrQcke und Functiooeii : I, 11 

(417.460, 465-499)- 
Peano: DtoonstratioQ de I'iutigrabilit^ des Equations diffl&rentielles ordkuures (182- 

228). 

Pocbbammir : Ueber eine Classe von Integraltn mit geschlossener Integratkmsconre 
(500.511). 

— Ueber die Tissot'sche DflBferentiilgleichung (512*543) 
Pringsbeim : Zur Theorie der D i r i c h 1 e t'schcn Reihen (38-60). 

— Zur Theorie der bestimmten Inicgrale und der unend!ichen Reihen (591-604). 
Scbumacber : Classification der algebrjischen Strahlensysteme (100-140). 
Sticielberger : Ueber eine Verallgemeinerung der Kreistheilung (321*367). 
Waelscb: Zur Invariantentheorie der Li nien geometrie (141-152). 

Weber (//.): Zur Theorie der B e s s e Tschen Functionen (404-416). 
Vilibeiss : Eine besondere Art von Covarianien bildender Operaiior. 11 F. (229-272). 
Zeitthen : Sur la revision de la theorie des caracl^ristiques de M. Study (Extrait 
d'une Lettre A M. Klein) (461-464). 



PUBBUCAZIONI PERIODlCHli. 21 

Revae ScientiHqae (Revue r:)se). 

[VeJi t. Ill, pag. 49]. 

UN SfeRiB. — Tome XVII (Premier Semestre 1889) : 

Catalan, Durand'GrivilU, L'-sian^, Meuuier, BiochCy Fivanti^de Lougrairey Quin^ 
tin^ L. ., Delbcetif : Li solution ^'dmcntaire du ihdortme dc d*A I e m b e r t (265-376). 

III« SfeRiE- — Tome XVIII (Deuxi^me Semestre 1889): 

Hiricourt: Une tWorie maih6matique de Texpression. Le contrjste, le rythme ct la 
mesure, d'apris les travaui deM. Charles Henry (586-593). 

» I1I« SfeRiE. — Tome XIX (Premier Semestre 1890): 

Lucas (^l): Les appireils de ca'cul et les jeux de combinaisons ((•9). 

— Le calendrier perp^uel et instaniani (9-13). 
Servier t Le ca'endrier perp^tuel (498-500). 

ni< S^RiE. — Tome XX (Deuxi^me Semestre 1890): 
Badottrean: L'espace giometrique et les cspaces a'gebriquei (586-590). 



Revue gta6rale des Sciences pares et appliqu678. 

(Directeur : M. Louis Olivier, ii Paris) : 

Tome I (Ann^c 1890) : 

Appell'. Le probI6me dcs dC-W^iis et djs remblais (97-99)« 
Bertrand : filoge historique de Louis Poinsot (75 3-760). 
Uvy (Maurice) : Li Thtorie m nh^matique de I't'ectricit^ d'aprfcs M. Joseph Ber- 
trand (33-40). 
— L'Hydrodynamique moderne et I'hypoth^se des actions b. distince (721-728). 
Lcngchamps (de) : Les fonctions hyper-bernoul!iennes ct la fonction P{h) (57I-572), 
Pkard: Revijp nnnuelie d'Analyse (702-70S). 
Rosiires: La d^couverte de la cyc'oTJc (431-433). 
Tannery (J.) : Lagrange et d'Alembert, d'apr&s Icur corrcspondance (529- 

S34). 
jyiti: Li Thermodynamique, d'<<pris MM. J. Bertrand, R. Clausius et G. 
von Z c u n c r (670-675). 



Acta Mathematlca. 

l^'edi t. nr, pag. 60]. 

Tome XIII (1890): 

Mitla^-Lfffler : Avant-propos (vn). 

Hermite: Rapport sur le mcinoirc dc M. .\ppcll couroune par S. M. Ic Roi de 
Su^Je (vii-xii). 



U BHUOTKA 1UTBIUT1C4. 

Fohcatix Sur le probltae des troas corps et les ^quidoos de la Dynamique (1-270). 
Appelli Sur les intigrales de fo xtions ^ mu*tip*icjteurs et leur application aa d6ve- 
loppetnent dcs fonctions abeliennes en series trigonom^triques (1-174). 



BiWotheoa' Mathematica. 

]Vedi t. IV, pag. aSJ. 

1890: 

tthymim : Sur le proc6d6 employ^ d ms le papyrus de Rhind pour r^uirc les firactioiis 

en qu.mtihnes (109-112). 
Bustrom: Programme d*uii cours universitaire d'histoire des math^matiques (i-io). 

— Note historique sur la somme des valeurs inverses des nombres carr6s (22-24). * 

— Sur les bib'iographies des sciences ifisthtoMtiques (57-42). 

Favaro : Intomo ad un trattato anontmo suU'AstroUbto ricooosciuto opera di P r 0- 

sdocimo de' Beldomandi (81-90). 
Guniber : Die erste Anwendung des Jacobsst ibcs zar geographischcn Ortsbestimmung 

(73-80). 
JonquUres (de) : &rit posthuroe de Descartes intitule « De solidontra elementb »• 

Teste latin, revu et accompagn^ de quelques notes explic^tives (43*$$). 
Riccardi : Intomo al trattato di Prosdocimo de* Beldomandi suU'Astrolabio 

(115-114). 
SUnuclmiidtr I Ueber eine lateioische Beirbeitpng von ZarkalPs Saphea (11-12). 

— Ueber die mathematischen Handschriften der amplonianischen Sammhmg (6$- 

7^). 

— Miscellen zur Geschichte der Mathemitik (107*108). 

SuUri Bibliographische Notiz uber die mathematisch-histonschen Studien in der 

Schweiz (97-106). 
TmMsira: Sur les Merits d'histoire des mathematiqucs publics en Portugal (91*92). 
VUunai Bibliographie cspagnole de I'histoire des math^inatiques (15*21). 

— Sur quelques ecrits niath<^nutiques publics en Espagnc aux i6< et 17^ sidles 

(33-56). 



Monatahefle fllr Malhematik und Physik (Wien), 

Mit unterstutzung des hohen k. k. Ministeriums fur Cultus und Uaterricht lieraos- 
gegeben von Prof. G. von Escherich und Prof. Em. W e y r in Wicn. 

I. Jahrgang (1890) : 

Amesider: Grunzunge einer rein geometrischen Theorie der Collineati ^nen und Rc- 

ciprocitaien^(37i-4i6). 
Bunnann: Ueber die Darsteliung der Fuchs'schcn Functionen erster Familiedjrch 

imeodliche ProJucte (49-70). 
BirMandx £in Satz uber algcbraische Curven (417*424). 



puBBucAtioia rt i u ouia tt . if 

Ciuber: Zur Thcorie der Beobichiungsfehler (457-164). 

Dantscber von KolUshrg : Benierkung zur Integra Irechnung (92-94). 

Gegenhauiri Etnige arithmetische Satzc (39*46). 

Gmeiner; Beweis eines arithmetischen Satzes (159-162). 

Hauhner : Ueber Strombrechung in flachenfdnnigcn Leitern (247-274, 3S7'37o)« 

Kchn ; Ueber die Relationen, welche zwischen den verschiedenen Systemen von B(e^ 

rdhruDgskegelschnitten einer allgemeioen Cur\'e vierter Ordnung bestehen (71 -91* 

129-158). 
Kdmif : Ueber stt^tige Function^n , welche innerhalb jedes Interralls extreme Wette 

besitzen (7-12). 
Kdfper : Die Schraubenbewegung, das Nullsystem tmd der lineare Complex (95-^04); 

— Ueber bcnachbirte, windschiefe Strahlen in linearen Complexe (451-456). 
Lercb: Mittheilungen aus der Integralrechnung (105-112). 

Lichlenjels : Ueber den Fundamenta'satz der Theorie der Difierentialgleichimgen (275* 

282). 
Mandl : Ueber die Verallgemeinerung eines G a u s s*scben Algorhhmas (465-472). 
Meyer (F.) : Ueb-*r die hdheren Ableitungen eines Quotienien zwcier Functfoncn 

Meriens: Die invarijnten Gebilde der raumlichen Collineation (i3»p). 

' — Das Potential einer homogenen Ellipse (425-428). 
Pncbta : Loxodromen und kiirzeste Linicn auf deni Kreisring (445-450). 
Spatb : Lineale (^instruction von Kegel^chnitten aus theilweise imaginiren Elementen 

(257.1246). 
Stefan I Ueber die Theorie der Eisbildung (1-6). 
5t0/t- 2"^ Theorie der Raumcurven (455-442). 
Study : Ueber Systemc complexer Zahlen und ihre Anwendung m der Theorie der 

Transformationsgruppen (285-354). 
Teixeirai Extension d'un thtor&me de Jacobi (481-484). * 

Wassmutb : Ueber die Anderuiig der speciuschca Wirme nut der Temperatur (473* 

480). 
H^eyr (Ed.) Zur Theorie der bilinearen Formen (163-200, 201-256]^. 
JVirtinger : Benierkung uber ganzzahlige irredactible Gleichungen (47-48). 

— Ueber einc Verallgemeinerung der Theorie der K u m m e r'schen Fliche und 
ihrer Beziehungea zu den Thetafunctionen zweier Variablen (i 15-128). 

— BemerkuDg Ciber die elliptischea Modulfunctionea (429-432). 

Journal fOr die reine and angewandte MaOenmtilr. 

[f^edi t. IV, pag. i6]. 
Band CVI (1890) : 
Beck : Ueber die Fundamentalaufgabe der Axonometrie (121-124). 
Bttube : Ueber die Function 

(6s-«o)- 



sm 



i4 anUotBCA laTuutiCA. 

Ebirhardz Hoe QassKicatioQ der allgemeinen Eb^^nensysteme (89-1 ao). 
Frobenius: Theorie der biquadratiscben Fonnen (ia>-iS8). 
Fucbs: Bemerkung zu der Arbeit im Bande 75 Seite 177 dieses Jourails (i-^. 
— Bemerkung zur Abhandlcng des Herm H e f f t e r zur Theorie der lioeira 

DifierentialgleichungeQ (S. 269-282) (283-284). 
GiMlur : Ueber eiiie MethoJe, die zu einem singuUren Pankte einer lineareo homo- 

geoen Di£ferentiaIgleichuDg gehdrige Fundamemtlgleichung za bestmmien (330- 

3}6). 
lUp$r: Ueber RecursionsformelQ der Integrate linearer hom.igeiier Differentiaiglei- 

changen (269-282). 
Kmsir t Ein neuer Beweis der Unmdgli^hkeit, argerodne GleicbuQgen hdhereo Gn- 

des algebraisch au£euldsen (4S-64). 
Kroiteckir : Bemerkungen uber die von G a u s s mit [x] bezeichnete arithnvtische Func- 

tioD einer reellen Grdsse x (346*348). 
Upscbiii : Bemerkung zu detn Au&aue : Untersuchung der Eigeoschafkea einer Git- 

tung von unendlkhen Reihen (27-29). 
Minkowski: Ueber die Bedingungen, unter welchen zwei quadratische Fonnen rait 

rationalen Cocfficienten in einander rational transformirt werden kdnoen (Aus- 

zjg aus einem von Herrn H. tMinkowski in Bonn an Herm Adolf H tt r- 

witz gericbteten Briefe) ($-26). 
Niiio: Ueber den gemeinsimen Tlietler zweier j^anzer Functionen einer Verindcrli- 

chen (81-88). 
Rgye : Ueber lineare Mannigfaltigkeiten projectivcr EbenenbOschd und coUioearer Bun- 
del Oder Riume: II, IK (30-47, 315-329). 
ScbafbiiUin: Zur Theorie der lineuren Diffcreotialgleichungen mit ratioiulen (joeffi- 

cienten (285-314). 
Scboitky : Ueber die charakteristischen Gleichungen symroetrisdier ebeocr FUcfaen und 

die zugehdrigen A b e I'schen Functionen (199-268). 
Silling I Ueber eine Fprmel fur empirische Zablenreihen , insbesondere zum Ersatt 

der Sterbe-und Invaliditits-Tafeln (193-198). 
SUkkil : Zur Theorie der eindeutigen Functionen (189-192). 
Slim: Zur Theorie der Function Ex (337-345). 

Band CVII (1891): 

Catpary : Sur quelques formules relatives anx fonctions sph^riques (Extmit d'une Let- 

tre adressSe di M. Ch. Hcrmite ii Paris) (137-140). 
Cayky : On some problems of orthomorphosis (262-277). 
Friscbauf: Zur Theorie der Kugelfunction (87-88). 
GOnAer : Ueber die Bestimraung der Fundamentalgleichungen in der Theorie der li- 

nearen DifFereniialgleichungen (298-318). 
Hfmseli Zur Theorie dor linearen Formen (241-245). 
HermiU : Sur les polyndraes de L e g e n d r e. (Exirait d'une Lettre adress^ ik M. F. C a- 

spary) (80-83). 



PUBfiUCAZlONI PBRIODICHB. if 

Hurwiti : Uebcr dieSchrSte r'sche Construction der ebencn Curven dritter Ordnung. 

(Aus einem von Herrn A. H u r w it z in K6nigsberg i. Pr. an Herrn H. S c h r 6- 

ter gerichteten Briefe) (i4i-i47). 
Kohn : Ucber die BerQhrungskegelschnitte und Doppeltangenten der allgemeinea Curve 

vierter Ordnung (i-$o). 
Kronuheri Reduction der Systcme von «* ganzzahligcn Eleraentea (135-136). 

— Aawendung der Modulsystemc auf Fragen der Detemiinantentheorie (254-261). 

— Ueber eine Stelle in Jacob i's Aufsatz. « Observatuncu'ae ad theoriam aequatio* 
num pertinentes. (Auszug aus einem Schreiben an Herrn Weierstrast) (349- 

3S2). 
Maurer : Ueber Invariantentheorie (89*116). 
Minkowski : Ueber die positiven quadratischen Formen und uber kettenbrudulhaliche 

Algorithmen (278-297). 
Pochhammer : Ueber ein vielfaches, auf E u 1 e r'sche Tntegrale reducirbares Integral 

(246-253). 
Reye : Ueber lineare Mannigfaltigkeiten projectiver Ebenenbuschel und collinearer Bdn- 

del Oder Raunie: IV (162-178). 
SchoHky : Zur Definition dcs Systems der 4P geraden und ungeraden Thetafunctionen 

(i 17-134). 

— Das Interpolation sproblem fur elliplische Functionen (189-195). 
Scbweringi Multiplication der lemniscitischen Function sin am u (196*240). 
Simon : Elementargcometrische Ableitung der Parallelenconstruaion in der absoluten 

Geometric (84-86). 
Stdckeli Ueber die Differentialgleichungen Jer D3namik und den Begriff der analyti- 

schen Aequivalenz dynamischer Probleme (319-348). 
Stahli Ueber projective involutorische Gebilde (179-188). 
TbonU : Uebcr eine Anwendung der Theorie der linearen Difierentialgleichungea auf 

nichthomogene lineare DifTerentialgleicbungen (51*79). 
ZUge : Das Potential eines homogenen Ringkdrpers mit elliptischem Q.uerschnltt (148* 

161). 



Annali di Matematica pora ed applioata. 

{Vedi t. IV, pag. 19]. 

ToMO XVIII (1890) : 

Bianchi : Sopra alcune nuove classi di superficie e di sistemi tripli ortogonali ()Oi-358). 

Brioscbi : Felice Casorati (264). 

CasUlnuovo : Massima dimensione dei sistemi lineari di curve piane di dato gencre 

(119-128). 
De Paolis : Sulle corrispondenze [ m, , m, , .... m^ ] continue che si possono Stt* 

bilire tra i punti di r gruppi (93-117). 
Jung'. Un'osservaziono sul grado massimo dei sistemi lineari di curve piane algebri- 

che (129-130). 
Reiid, Ore, Matem.y t. V, parte 2^. 4. 



Jl6 IDLIOTBCA MATEMAHCA. 

Kliin (BiHHo) : Theorie der Elemeatentripel einstuligcr Elementargebilde. Theil I: Das 

Tripelnea (213-226). 
Pascal (E.) : Sulla teoria delle funzioni 9 abeliane pari a tre argomenti (i*$8). 

— Sopra le funzioai iperdlittiche di i* specie (i^ Stuf$) per ^ s 2 (151M64). 

— L*equazione raxionaJe della superficie di K u m m e r (227-265). 
Piromimi'. Sulla teona delie superdcie di rivoluzione (165-212). 
SomigtUnai Sopra un'equazioae a derivate parziali del quarto ordine ($9-92). 

— Sulla trasfonnazione delle equazioni lineari, omogenee» a derivate parziali, coa 
coeffideoti costanti (265-299). 



Rendioonti del R. Utitaio Xiombttrdo. 

[Vedi t. IV, pag. 24]. 

Vol. XXIII (1890) : 

Asehierix Sulle omografie di 2' specie (3 12-} 19). 

BirHmi : Sul numero Jei punti di diramazione di una singoUritii qualunque di urn 

curva piana algebrica (307-311). 
Ber^olari: Sulla curva gobba raziona'c del quut'ordine (96-106). 
Loria : Sulla cUssiftcazione del!e trasformazioni rizionali dello spozio , in parttcolare 

sulle trasfonnazioni di genere zero (824-854). 
Padova : Sopra un teorema di geoni^tri 1 differenzia^e (840-844). 
Pincherh\ Sulla rappresentazi 3:ie approssimata di uni fanzione niediirfte irrazioQali 

quadratic! (373-376). 
SomigUana : Fonnole generali per la rapprcsQntazionc di un campo dlforza per mezio 

di forze ela^tiche (874-882). 



Rmdioonio della R. Accademia delle Scienae fla. e mat. di Napoli. 

[Vedi t. IV, pag. 10]. 

Serve II. — Vol. Ill (Anno XXVIII, 1889) : 

BaUagUni : Rapporti intorno alle Note dei signori Del P e z z o (46), M a r c o 1 n* 
g o (95-96, 148-149, 204-205), P i r o n d i n i (86). 

— Cenno necrologico diAngelo Genocchi (79). 
CapeJli: Rapporto imomo alia Nota dei signor Del Re (100). 

— Sopra ceni sviluppi di Jeterminanti (58-6}). 

— Sopra la teorii Riemanniana delle funzioni Abeliane (236-243). 

Del Peiio : Equazione di una curva piana del quinto ordine dotata di cinque cuspidi 

(46-49). 

Del Re: Sjlle reciprociti birazionali nulle del piano (101-107). 

Fergola: Rapporto dei lavori compiuti dall'Accademia neli'anno 1888 (5-12). 
Marcolongo : Alcuni teoremi sulle funzioni cilindriche di prima specie (96-99). 

— Su alcuni sistemi d*equazioni al?c derivate parziali (149-156). 

— Equilibrio di elasiiciti di un corpo isotropo indefinito liniitato da un piano ia- 
de(inito,(20>-2i2). 
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Padellettii Sulla composizione grafica delle forze nello spazio (125-127). 
Pirandini: Sulla costruzione delle linee dello spazio (87-95). 

Sbrie II. — Vol. IV (Anno XXIX, 1890). 

BaitagUni: Rapporti intorao alle Note dei signori Forti (120-121) , Pi rondini 

(154-155). Reina (74-7S) 
CapeJH: Ripporto intorao alia Nota del signor Mo 11 am e (165-166). 

— Sulla tcoria delle funzioni algebriche di pifi variibili (297- joj). 
Mollame\ Sul Qisus' irreductihilh deU'equazione cubica (i '^7-171). 
Pirondini: Di una particolire trasfoimazionc geometric i (155-164). 
Reina: Sulla teoria delle nomiafi ad una superficie (75-78). 
TorelH: Sopra alcune cquazioni alle derivate parziali (123-128). 

— Cenno necrologico di Raffaele Rubini (i34-i35)' 

— Sopra una foraiDla dati da Halphen rclativa alle trasforinaziooi delle cqua- 
zioni differenziali lineari (233-238). 

-* Estcnsione di un teorem i di R i e m a n n relativo al quoziente degl'integrali 
ellittici completi di i* specie (238-24 0- 



Jomal de Soiencias Mathexnaticas e Astronomicas. 

\Vedi t. HI, pag. 51]. 

Volume IX (1889) : 

Bruno de Cahedoi Demonstrj^Io do Theorcma de Cauchy (7-1 1). 

— Duas foraiulas de Analyse (129-131). 

CesAro: Remirques sur divers articles concernant la th^orie des series (26-52). 
Gut^mer: Note sur un point de la tWorie des series (60-64). 
Leiie: Sobre a representa^^o parametrica das curyas de primeiro genero (3-6). 
Larch: Sur une fonction continue dont la d^riv^e est partout discomiime (97-102). 

— Nova dcmonstra^ao de uraa formula de Kir kh of f (111-112). 
Loria: Nota su due applicazioni algebriche deU'elimioazione (33-38). 

Martins da Silva : Sur trois formules de la throne des fonctions elliptiques (173-176). 
Ocagne (i*): Sur la transformation isogonal de W. Roberts (109- no). 

— Sur le d^veioppement de sin n^ et de cos if op suivant les puissances de sinf 
(161-162). 

Pirondini: Sur les lignes sph^riques (65-92). 

Tiixeira (jGonUs) : Alguns pontos da theorii dos integraes defioidos (39-50). 

— Sobre o integral I cot(x — a)ix (113-116). 



I cot (x — a] 



— Applica^des de uma formula que di as derivadas de ordem qualquer das func- 
95es de func^Ses (137-142). 

— Note sur ^integration des Equations aux diriv^es partielles du second ordre 
(163-172). 

Teixeira (/. P.) : Sobre as func^oes duplamente periodicas de segunda espede (105-108). 



t8 BDUOTBCA MATBMATICA. 

— Sobre as func^Ses ellipticas (132*136). 
Congresso internacional de Bibliographia das sciencijs mathematicas (145-146). 

II Nuovo Gimento (Pisa). 
[f^edit. IV, pag. II]. 

ToMo XXVII (1° Semestre 1*90) : 

Bdtrami: Sull'estensione del principio di d'Alerobert aU'elettrodinamica (46-52). 
Maggi: Sui principii della teoria della funzione potenziale (21-33). 

ToMO XXVIII (2? Semestre 1890) : 

Ces&ro : Sulla curva rappresentativa dei fenomeni di diffrazione (5-10). 

Hertx, : Sulle equazioni fondaraenuli deirelettrodinamica per i corpi in quiete (193-235). 



Zeitschria ftir Maihematik und Physik. 

[Fedi t. IV, p. 21]. 

35. Jahrgang (1890): 
Arithmetik und Analysis. 

Dietricbheit : Ueber eine Invariante der iinearen Diflerentialgleichung zweiter Ordnung 

(52-56). 
Hossfeld: Bemerkung uber eine zahlentheoretische Formel (382-384). 

Hurwitx ' Ueber einige Veraligemeinerung der L e i b n i z'schen Differcntialformel 

and des polynomischen Lehrsatzes (56-58). 

Jabnki: Ueber die algebraischen Integrate algebraischer Differentialg^eichungen (148- 

1 S4). 
— Zur Integration der binomischen Differentialglelchung dritter Ordnung (376-380). 

Mehmke : Neues Verfahren zur Bestimmung der reellen Wurzein zweier numerischer 
algebraischer Gleichungen mit zwei Unbekannten (174-185). 

Rosenkranx: Ueber gewisse homogene quadratische Relationen unter den Intcgra'en 
einer Iinearen homogenen DifFerentialgleichung sechster Ordnung (82*96, 129- 

147)- 
Saalschuix: Eine Suramationsformel (186-188). 

Wallenberg : Beitrag zum Studiuin der algebraischen Differentiaigleichungen erster 

Ordnung, deren Integrate feste Verzweigungspunkte besitzen, insbesondere derje- 

nigen, welche die Ableitung bis zum dritten Grade enthalten (193-218, 257-271, 

321-353). 

Synthetische und analytische Geometric. 

Binder : Ueber die Realitat der Doppeltangenten ratiunaler Plancurven vierter Orduung 

vom Geschlechte Null (25-35). 
Heymann : Das Problem der Winkelhilbireudcn (254-256). 
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Meyer (Tb,) : Ueber einen Satz aus der projectivischen Geometric (381-382). 

Ricbter: Ueber zwci Kegelschniitssatze (125-126). 

Scbroeter : Eine Construction fur das C h a s 1 e s'sche Problem der Projectivitat (S9-6i). 

SJawyk: Der Feurbach'sche Satz vom ebenen Drejeck (36-51). 

Sparer: Ueber die Anzahl der Ldsungen gewisser Aufgaben und allgemeine Eigcn- 

schaften algebraischer Curven (237-246, 293-306). 
Steinmetx : Ueber die durch ein lineares Flachensystem n^^ Ordnung definirten melir- 

deutigen involutorischen Raumverwandtschafien (219-236, 272-292, 354-375). 
VrUs (de) : Ueber die Configuration, welche durch die Aehnlicbkeitspunkte und Aehn- 

lichtkeitsgeraden von n Kreisen der Ebene gebildet wird (61-64). 

Kinematik und Mechanik. 

August: Ueber die Bewegung freier Ketten in rotirenden Linien (97-120). 

Bobli Ueber dne Verallgemeinerung des dritten K e p I e r'schen Gesetzes (i88*i9i)« 

GrubJer : Die momentane Bewegung dreier starrer Geraden mit einem gemeinschaft- 

lichen Punkte in einer Ebene (247-254). 
Helm : Ueber die analytische Verwendung der Energiepriucips in der Mechanik (307- 

320). 
Koscb: Beitr^e zur Theorie ebener Krjlftesysteme (155-173). 
Mebmhe : Ueber die Bewegung eines starren ebenen Systegis in seiner Ebene (1-24, 

65.81). 



Noavelles Aimales de Math6matiques. 

[Vedi t. IV, p. 17]. 

Tome DC (1890) : 

Algfebre. 

Ami g lies: Th^orferae de d'Alembert (11 6-1 18). 

Auric : Formulc de Waring (561-564). 

Biebler: Sur les ^quali")ns bin6mes (472-476). 

Brisu : Nojvelle m^ihoJe de discussion de I'^quuion en S (367-372). 

Cesaro: Nouvelks remarques sur divers articles concernant la thdorie des si&ries 

(353-367)- 
Duporcq : Sur la sommc des puissances semblab!es des n premiers nombres ($94*$9$)« 
Fourei : Remarque sur le cas douteux relatif ^ certains c.iract6res de convergence des 

series (222-226). 
— Demonstration et applications d'un thiorfemc de L i u v i 1 1 c sur I'^liminttion 

(258-288). 
— " Sur la m^thode d'approximation dc Newton (567-585). 
Afo/fjrx : M^thode eiementaire pour eiudicf Ici variations des fonctlons continues. 

Maximums et miniraums (502-508).. 
Miray et Riquier : Sur quclques perfectionncmcnts dont serait SUKeptib*e I'expOiUiOQ 

de la throne des quantit^s negatives (50-59). 
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Niiwifiglowiki : Note sor le thior^me dc Sturm (i8i 182). 

Ocagne (<f): Sur Ics sines r^urrentes (93-97). 

Tano: Quelques thiortoies sur les coefficients bmomiauz (564-567). 

Giomitrie pure. 

Mahyx : foude gtomitrique des propri^es des coniques, d'aprfcs leur definition (240- 

258, 318.337. 4*4-45S. 48i-49S» 596-6n)- 
Mannbiim: Thior^e de Gtomitrie dn6mitiqje (227-228). 
MM (du) : Note de Gioraitrie descriptive (46-49). 
Soldier: Demonstration des tliior^es de Pascal et de Brianchon sur jcs 

exagones inscrits et circonscrits (529-530). 

Giomitrie analytique k deux et a trois dimensions. 

Bore! : Note sur un thiorfeme de M. Humbert ct sur un thior^me de M. F u- 

ret (123-129). 
O^rvallo: Contict de deux quadriqjes (s86-594). • 

Cisdro: Remarques sur Tosculation (143-157). 
Fburei : Dimonstratioo et applications d'un thior^me dc L i o u v i 1 1 e sur l*6linuni* 

tion (258-288). 
HusqutH de RbMUe: Su% I'aberration de courbure (138-140). 

— Sar la courbure d'une pod lire (140-143). 

KaHenhirg van den Bosch : Relations entre la distance d'un point P du plan d'une co- 
nique au foyer et les rayons vecteurs des pieds des normales abaissdes du point 
P sur la courbc (395-400). 

Laisant: Remarques au sujet du thior^me de Carnot (5-20). 

Marcband: Le thior^me de Dupuis et la cydide de Dupin (98-X15, 182-197). 

Marie: Realisation et usjge des formes imaginiires en -Geom^trie (60-93, x6i-i8i, 

. 375-592, 43S-444, 508 5 2S). 
Ocagne (d*) : Deux thtor^mes geniraux sur les trajectnires des points et les enve- 
loppes de droites dans le plan (289-293). 

— Quelques propriitis ginera'e* de3 courbes alg<^briques obtenues au moyen des 
coordonndcs pirall^Ies (445-455). 

— Addition k une Note sur une application des coordonn^es parall^les (471-472). 
Ravier: Propriitis focales des coniques et des quadriques (233-239). 

Calcul diffirentiel et integral. 

# 

Balitrand : Application des coordonntes intrins^ques. C lustiques par r6f!exion (476-479). 

Cesiiro: Sur I'itude intrinsfeque des surfaces riglies (294-297). 

Issaly : Thiorie des syst^mes triples de pseudo-surface; (204-222). 

Jamet : Recherche de quelqjes courbes planes pir I'intenTiidiaire de leursd^veldpptes 

(496-502). 
Pirondini : Sur les trajectoires orthogonaIe« d'une ligne mobile (297-317). 
Pomey : Demonstration des formules de Frcnet (559-560). 
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Robert : Sur une propriite da cylindre droit ayaot pour directrice une spirale logarith- 

mique (392-39$). 
Sanctis (de): Recherche d'une dquation des surfjces moulurcs (SS^'SS^). 

Stieltjes: Note sur l*int6grale I e-^^du (479-4S0). 



M^canique. 

Bertrand : Prmclpes g^n^raux sur le choix des unites (21-35). 
Fontamau: Sur I'equilibre fl*i!asticit6 d'unc cnveloppe sphirique (45$-470« 

Solations de questions et sujets de composition donnis 

d divers concours. 



de la Soci6t6 Mathdmatique de France. 

[Fedi t. IV, p. 20]. 

Tome XVIII (1890): 

Bighin : Note sur le cercle de Joachimstahl (i 38-141). 

— M^thode d'approximation pour calculer le moment d'inertie et la position du 
centre de gravity d'une aire plane (i $2-1 54). 

Bioebs: Sur le ds^ des surfaces rdgl^es (91-95). 

— Remarques sur les lignes de courbure qui passent par un ombilic (95-106). 
CarvaUo : Formules de quaternions pour la reduction des integrates multiples les unes 

dans les autres (80-90). 
FouM : Remarques sur la m^thode des pdrim^tres pour calculer le nombre k (13 5-1 38). 

— Sur une simplification k un calcul de L a ra ^ relatif i, un changement de va- 
riable (149*152). 

Komgsi Sur l*oscillation de la vitesse angulaire dans le mouvement d'un corps so- 

lide libre (131-135). 
Lagerhorg (M^i« Narmy) : Sur le probltoe du mouvement d'un corps solide autour 

d'un point fixe (118-122). 
Laisant : Sur la representation analytique des figures planes , et leur segmentation 

(123-131). 

— Expression du produit des coefficients du bin6me (140-141). 

— Propriety des surfaces alg^briques (141-144). 

Lucas (F)i Nature des racines de I'^quation du quatri6me degr^ (145-149). 

Mannheim: Rayon de courbure d'une conique (155-160). 

Ocagfu (iT): Remarques sur les transformations isogonales (107-108). 

— Sur I'application des coordonn^es parallfcles i^ la demonstration d'un theor^me 
de Chasles relatif aux surfaces alg^briques (108-118). 

Perrin : Essai da th^orie complete du systdme de deux formes ternaires quadratiques 

(1-80). 
IVeiU: Sur une propriete d'une classe d^ courbcs algebriques (154). 



)i wauamch lUTiifATicA. 

Proooadings of the London BSathMnmtical Socioty. 

[Fedi t. IV. pag. 23I. 

Vol. XXI. — Twenty-Sixth Sessiok (1889-90). 

Baker : On H u I e r's ^-Function (30-32). 

Busut: On the Extension and Flexure of a Thin Elastic Plane Plate (33-sO* 

— On the Radical Vibrations of a Cylindrical Elastic Shell ($3-58). 
GUusbtr: On the Square of Euler's Series (182-2x5).^ 

— On the Function which denotes the Excess of the Number of Divisors of a 
Number which =1, mod. 3, over the number which = 2, mod. 3 (395-403). 

Grmdnll i Table of Complex Multiplication Moduli (403-422). 
Hirst I On the Correlation of Two Spaces, each of Three Dimensions (92-1x8). 
Jifiry. On the Genesis of Binodil Quartic Curves from Conies (287-3 14). 
Jobnsom : On certain Concomitants of a System of Conies and Qaidrics, and 00 the 

Calculation of the Covariant S of the Ternary Quartic (432-441). 
Ktrnpi : On the Relation between the Logical Theory of Classes and the Geometii- 

cal Theory of Points (147-182). 
LaMm : On the Properties of some Circles connected with a Triangle formed by 

Qrcular Arcs (263-272). 

— On a Theorem relating to Bicircuhr Quartics and Twisted Quartics (274-280)1 
Lamb : On tlie Flexure of an Elastic Plate (70-90). 

— On the Deformation of an Elastic Shell (i 19-146). 
Lwrmofx Rotatory Polarization (423-431). 

Maibiws : Complex Multiplication Moduli of Elliptic Funaions for the Dcten uin antt 
—53 and — 61 (215-217). 

— On Class-Invariants (234-246). 

— On the Arithmetical Theory of the Form x' +ny^ — »* ^' — 3««^( 
(280-297). 

Morrke: Note on a Quaternary Group of 51840 Linear Substitutions (58-62). 

Roberts (R» A.): Notes on the PUne Cubic and a Conic (62-69). 

Roberts (S): Concerning Semi-Invariants (219-233). 

Russell: On Modular Equations (351-395). 

Sharp: On Simplidssima in Space of ft dimensions (Third Paper) (316-350). 

Tucker: Isoscelian Hexagrams (4-29, 453). 

— Some Properties of Co-normal Points on a Parabola (442-45 1). 
fValker : On the Satellite of a Line relatively to a Cubic (247-262). 

Atti del CSoUegio degringegnori e degli ArchiietU di Palermo. 

[Fedi t. m, p. 43). 

Anno XII (1889 : 

Patemd (F. P,) : Sulla determinazione diretta del piani bisettori di ua angolo die- 

dro (25-26). 
PepoU : Su alcuni enti generati di tre sistemi riferiti I'uno all'altro per mezzo di tra- 

sformazioni cremoniane^(i-6). 



PUBBUCAZXONI PERlODICHE. 33 

Annales scientiflques de TEcole Normale Sap6rieure 

PUBLIIiES SOUS LES AUSPICES DU MINISTRE DE l' INSTRUCTION PUBLIQUE , PAR UN 
COMITfe DE REDACTION COMPOSfe DE MM. LES MAITRES DE CONFERENCES DE 

L'fecoLE. Paris. 

TrOISI^ME SfeRIE. 

Tome I (Ann^e 1884): 

Andri (Disiri) : £tude sur les maxima , minima et sequences des permutations 

(121-134). 
Appell: Sur les fonctions doublemcnt p^riodiques.de troisi^me espfcce (13S-164). 
Floqiiet : Sur les Equations differeniielles lin^aires i coefficients doubletnent pdrio- 

diques (181-238). 

— Addition i un M^moirc sur les equations diff^rentielles (405-408). 
Guichard: Sur les fonctions enti^res (427-432). 

Lefibure: M^moire sur la* composition de polyndmes entiers qui n*admcttent que 

des diviseurs premiers d'une forme determine (389-404). 
LitidsUdt : Sur Ja d«^termination des distances mutuclles dans le probl^me des trois 

corps (8$-i02). 
Miray. Observations sur la lcgitimit<S de Tinterpolaiion (165-176). 
Picard: M^moire sur les formes quadratiques binaires inddfinies, ;!i ind^terminees 

conjuguees (9-54). 
SUphanos : Mcmoire sur la theorie des formes binaires et sur Tclimination (329-388). 
Stieltjes: Quelques recherches sur la th^orie des quadratures dites m^aniques 

(409-426). 

Supplement au Tome T: 
Korni^s : Recherches sur les jntigrales de certaines equations fonctionnelles (1-41). 

Tome II AnnEe (1885): 

Andri (Disire) : Sur le nombre des variations d'un polyn6me entier en x, dont les 

coefficients dependent d'un paramitre a (75-92). 
Appell'. D^veloppements en serie des fonctions doublement p^riodiques de troi- 

sijme espfece (9-36). 

— Application du th^oreme de M. M i 1 1 a g-L c f f 1 e r aux fonctions double- 
ment p^riodiques de troisiime espfece (67-74). 

Ceshro'. Considerations nouvelles sur le determinant de Smith et Mansion 

(425.435). 
Dnhem : Applications de la Thermodynamique aux phenomines caplllaires (207-254). 

— Applications dc la Thermodynamique aux ph^nom^nes thermo-dlectriques 
et pyro-61ectriques (405-424). 

^ Goursat: Sur les transformations rationnelies des Equations differentielles lin6aircs 
(37-66). 

— Sur les diffi^rentielles des fonctions de plusieurs variables ind^pendantes 
(255.288). 

Rend. Circ, Matem,, t. V, parte 2*. 5. 
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HermiU: Sur une application de la thcorie des fonctions doublemcnt pdriodiques 

dc seconde espfece (303-314). 
Kctnigs: Nouvelles recherches sur les Equations fonctionnelles (385-404). 
Lefihure: M^moire sur la composition de polyndmes enticrs qui n*admettent que 

des diviseurs premiers d*une forme dctcrmin6c (suite) (1x3-122). 
Lipsehitx: Sur la thtorie des fonctions elliptiques (315-320). 
Markoff: Extrait d'une Lettrc (183). 
hUray. Decomposition des polyn6mes cntiers ^ plusicurs variables en elements 

lin&iires (289-302). 

— Dtoonstration analytiquc de Texistance ct des propri^t^s essentielles des 
racines des Equations bindmes (337-356). 

PUard : Sur les fonctions hyperfuchsiennes provenant des series hyperg6oni6trique$ 

de deux variables (357-384). 
Raffy : Sur une proposition de M. H e r m i t e (99-1x2). 

— Sur les quadratures atg^briques et logarithmiques (185-206). 
Stuhjes: Sur une generalisation de la s^rie de Lagrange (93-98). 

— Note k Toccasion de la reclamation de M. Ma rkoff (183-184). 
Teixeira : Sur le developpement des fonctions satisfaisant k une equation dif{)§ren- 

tielle (321-324). 
VivanHi Demonstration d'un theoreme sur les periodes de la fonction elliptique 
pfi (325-336). 

SUPPD&MENT AU TOME II: 

DaulhevUU : £tude sur les series entieres par rapport d plusieurs variables imagi- 
naires independantes (1-59). 

Tome III (Ann^e 1886): 
Appett: Developpements en serie des fonctions doublement periodiques de troi- 

sieme espece (9-42). 
DeuniJf: fitude sur les surfaces gauches (189-200). 

— Memoire sur une transformation generale dont un cas particulier est appli- 
cable k la Cinematique (405-431). 

Duhem : Applications de la Thermodynamique auK ph^nomenes thermo-eiectriques 

et pyro-eiectriques (263-302). 
Goursat: Sur les fonctions d'une variable analogues aux fonctions hypergeometri- 

ques (107-136). 
GuicJxird: Applications de la theoric des cubiques gauches (259-262). 
Kircbhoff: Sur la theorie des rayons lumineux (303-342). 
Marcband: Sur le changement de variables (137-188, 343*388). 
Markoff: Extrait d'une Lettre adressde a M*. Her mite (81-88). 
Sattvage: Sur les solutions reguliC^res d'un syst^me d'equations differentiellcs 

(391-404). 
StUltjes'. Recherches sur quelques s<irics scnii-convergentes (201-258). 
Tannery (/,) : Deux lemons de Cinimatique (43-80). 
Teixeira : Sur !c iheoriinic d'E i s e n s I c i n (389-390). 
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Supplement au Tome III : 
Robin: Sar la distribution de rclectricit^ a h surface des conducteurs ferni^s et 
des conducteurs ouverts (1-58). 

Tome IV (AnnEe 1887) : 

Bn'Uotnn: Essai sur les lois d'^Iasticit<^ d*un milieu capable de transmettre des 
actions en raison inverse du carr^ de la distance (201*230}. 

Collet: Sur Tintegration des Equations diffi^rentielies lin^ires k coefficients con* 
stants (129-144). 

Demartres : M^moire sur les surfaces qui sont divis^es en carr^s par une suite de 
' cercles et leurs trajectoires orthogonales (145-158). 

Duhem: Sur les vapeurs 6mises par un m6l0ge de substances volattles (9*64). 
— Sur quelques formules relatives aux dissolutions salines (381-405). 

Floquet : Sur une classe d*^quations difierentielles lin^aires non homog^nes (i i i-ia8). 

Gnichard: Sur la resolution de T^quation alix difii^rences finies G{x-\'i) — 
^G(x) = //(x) (361-380). 

Goursat : £tude des surfaces qui admettent tous les plans de sytn^trie d'un poly^- 
dre r^gulier (159-200,. 231-312, 317-340). 

Miray: Sur le sens qu'il convient d*attacher ^ Texpression nombre incommensu- 
rable et sur le crit6rium de Texistence d*une limite pour une quantity varia- 
ble de nature donn^e (341-360). 

Ocagne (d*) : Sur la relation entre les rayons de courbure de deux courbes polai- 
res r^ciprpques (3x3-3x6). 

Teixeira: Deuxi^me Note sur le d^veloppement des fonctions satisfaisant ^ une 
Equation difF(&rentielle (107-110). 

Supplement au Tome IV: 

Jamet: Sur les surfaces et les courbes t^tra^drales sym^triques (1-78). 

Tome V (AknEe 1888) : 

Appell: Sur des Equations lindaires int^grables .\ Taide de la fonction XmC^' j) 

(211-218). 
Comhescurc : Sur le ddplacement tangentiel de deux surfaces rigides (49-78). 
Darhoux: Sur la representation sph^rique des surfaces (79-96). 
Duhem: Sur la pression eiectrique et les phenom^nes eiectrocapillaires (97-146). 

/G{x)dx 
myj.j==^ (193-210). 

Kcenlgs: Determination de toutes les surfaces plusieurs fois engendr^es par des 

coniques (177-192). 
Naihumu: Sur quelques applications de la th^orie des fonctions elliptiques k la 

theorie des nombres (23-48, 147-176). 
Riemann (Jules) : Sur le problfeme de D i r i c h 1 e t (327-410). 
Saiivage : Sur les solutions r^gulieres d'un syst6me d'^quations difi^rentielles (deu- 

xieme M6moire) (7-22). 
Stouff: Sur la transformation des fonctions fuchsiennes (219-326). 
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SuprL^.Mr.NT AU ToMH V : 
Peiot : Sur une extension du th6orC?me dc Pascal \ la G6om6trie de Tcspacc 

(3-65). 

Tome VI (Ann^e 1889): 

Darbaux: Sur la surface dcs ondes (379-388). 

Duhem: Quelques remarques sur les in^langcs de substances volatiles (153-156). 

— Sur la pression ^lectrique et les ph^nom6nes ilectrocapillaires (183-256). 

— Sur r^quivalence des courants et des aimants (297-326). 

GowrstU : Sur les substitutions orthogonales et les divisions r6gu!i6res de Tespace 

(9-102). . 

Guicbard: Surfaces rapport^es ^ leurs lignes asyniptotiques et congruences rap- 
port^s A leurs d^veloppables (333-348). 

Hurwiti : Sur le d6veloppement des fonctions satisfaisant ^ une Equation diff<^ren- 
tielle alg^brique (327-332). * 

Lerch : Introduction ^ une th6orie 61(^mentaire dcs integrates elliptiques. Commu- 
nication faite ^ M. Hcrmite (263-296). 

Miray et Riquier : Sur la convergence des d^veloppements des integrates ordinai- 
res d*un syst^me d*iquations diff^rentielles totales (^55-378). 

Pads', Sur les int^grales difmies a limites ind^finies (349-354). 

PittcherU: Sur les fractions continues algdbriques (145-152). 

R^ffy: Sur la rectification des cubiques planes unicorsales (103-144). 

Sauvage: Sur les solutions r^guli^res d'un syst^me d*6quations differentielIes(troi• 
si^me M6moire) (157-182). 

5*011111 : Sur les termes compl^mentaires de la formule sommatoire d*£ u I c r et de 
celle de Stirling (257-262). 

Supplement au Tome VI : 

Fogt: Sur les invariants fondamentaux des Equations difft^rentielles Iin<^ires du 
second ordre (1-7 1). 

Tome VII (AnnEe 1890): 

AppeU\ Sur les fonctions de deux variables quadruplement p^riodiques de troi- 
sifcme esp6ce (143-154). 

Blutel: Rechercbcs sur les surfaces qui sont en meme temps licux de coniques et 
enveloppes de c6nes du second degr^ (155-216). 

Brillouin : Principes g^n^raux d*une th^orie ilastique de la plasticity et de la fra- 
gility des corps solides (345-360). 

Darboux: Sur les surfaces dont la coarbure lotale est constante (9-18). 

— Sur le ddplacement d'unc figure invariable (323-326). 

— Sur une classe de courbes unicursales et sur une propriety du cercle (327-334). 
DautbevilU: Sur une transformation de mouvement (361-374). 

Duhem : Sm les dissolutions d'un sel magn^tique (289-322). 

Elliot'. Sur une Equation du premier ordre et T^quation de Jacob i (101-134). 
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Fouchi: Sur les courbes alg6briques i torsion constante (33S-344)* 

Gukhard : Sur une classe particuli^re d'equations aux dcriv^es partielles, dont les 

invariants sont 6gaux (19-22). 
— Recherches sur les surfaces h courbure totale constante et sur certaines 

surfaces qui s*y rattachent (233-264). 
Moray: Extension de la m^thode de Jacob i pour int^grer une seule Equation 

aux d^riv^es partielles k une fonction inconnue dont les d^rivdes y entrent 

lin^airement, au cas d'un syst^^me passif d'dquations de cette sorte en nom- 

bre quelconque (217-232). 
Miray et RiquUr : Sur la convergence des d^veloppements des integrates ordinai- 

res d'un systtoe d*6quations diffdrentielles partielles (23-88). 
RiquUr : Sur les fonctions continues d*un nombre quelconque de variables et sur 

le principe fondamental de la th^orie des Equations alg^briques (26$-a88). 
SaitU'Loup: Sur la representation graphique des diviseurs des nombres (89-100). 
Zaremha: Note concernant rint^gration d*une Equation aux d^rivdes partielles 

(135-142). 

Supplement au Tome VII : 
Carvallo : Mdmoire sur TOptique : Influence du tenne de dispersion de B r i o t sur 

les lois de la double refraction (x-123). 



Memorie della aesione Matematioa della Society dei Natoralisti 

della Naova Roasia. Odessa. 
[Vedi t. IV, pag. 25 J. 



Memorias y Revista de la Sociedad CSientiflca 
c Antonio Alaate ». Mexico. 

ToMO I (1887-88)— ToMO II (1888-89)— ToMO III (1889-90). 



Atti della R. Accademia dello Soienae di Torino. 

[Vedi t. Ill, pag. 59]. 

Volume XXV (1889-90) : 

Castelnuovo: Sulle superficie algebriche le cui sezioni sono curve di genere 3 

(695-715). 
Fabri {Cornelia) : Sopra alcune propriety general! delle funzioni che dipendono da 

altre funzioni e da linee (654-674). 
Gerbaldi: Sui combinanti di tre forme ternarie quadratiche (390-396). 
Jadan^a', Sul modo di adoperare gli elementi geodetici deiristituto geogra(ico 

militare italiano (90-100, 4x4-429). 
— Influenza degli errori strumentali del teodolite sulla misura delle distanze 

zenitah (148-152). 
Ova^^a', Sulle superficie d'influenza per le reazioni, d*ostacolo e molecoUri, net 

sistemi staticamente determinati (342-364). 
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— II poligono fumcolarc in Cinematici (406-413). 

Fieri'. Sulla corrispondenza algebrica itx due spazi rigati (}6)-37i). 
Pi^etti\ Sopra il calcolo della refrazione lerresire (101-113). 
Segre\ Relazione sul Saggio storico di Gino Loria: c II periodo aureo delli 
Geometria greca» (20S-209). 

— Un nuovo cimpo di ricerche geometriche (Mote I, II, III) (276-30I, 4J0- 
4S7. 592-612). 

Val1e\ Sulle equazioni differeoziali alio quali sodJisfanno il modulo ed il molti- 
plicatore nella trasfonnazione delle funzioni ellittiche (x 14*126). 

Volume XXVI (1890-91): 

Atnodeo', Quali possono esscre i postulati fondamentali della Geomstria projet- 

tiva di uno S^ (741-770). 
Bertini: Incorno ad alcuni tcoremi della geometria sopra uaa curva algebrica 

(i 18-130). 
Brioschi: Sopra alcune formole ellittiche (s86-S90« 
Chini: Sopra alcune deformazioni delle superficie rigate (20-34). 
D'Ovidio : Felice Casorati; cenno necrologico (3-4). 

— Altra addizione alia Nota c Sui detcrmiaanti di determinanti » (i 31-133). 

— Le propriety focali delle coniche nella metrica proieitiva (339-366). 

— Sulle coniche confocali nella metrica proiettiva (426*437). 

— Teoremi sulle coniche nella metrica proiettiva (523-5 3$). 

Jadania: Influenza della eccentricity delPalidada sui vernieri, ed un microscopio 
ad ingrandimento costante (536-540). 

— Un prisma universale a riflessione (649-656). 

Loria : Le trasformazioni razionali dcllo spazio determinate da una superficie gene- 
rale di terz'ordinc (27S-299). 

Novarese : SulPaccelerazione di second'ordine ncl moto rotatorio intomo a un punto 
(302.309). 

Paslore: La legge di Roberts sul quadrilatero articolato (84-101). 

Peatto : Sopri alcune curve singolari (299-302). 

Reina: Della compensazione nel problema di Hansen (571-579). 

Segre: Un nuovo campo di riccrche geometriche (Nota IV) (3>-7x). 

Falk : Sopra un caso particolare di trasformazionc delle funzioni ellittiche (236-243). 



Atti del R. Istituto Vene^ di Science, Lettere ed Arti. Venczia. 

[Fedi t. Ill, pag. 43]. 

Serie VIV— Tomo VII (1888-89) ed ultimo: 

Fambri c Cassani: Intorno al nuovo Corso d'Analisi infmicesimale del prof. Fi- 
lippo Gilbert delPUniversiti di Lovanio (589-601). 

Favaro : Sulla Bibliotheca Mathematica di Gustavo Enestrdm (11 9- 125). 
— Di alcuni nuovi materiali per lo studio del carteggio di Ticonc Brahe 
c delle sue relazioni con Galileo (199-215). 
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— Intorno alle opere complete diCristiano Huygens publicate dalla 
Society Olandese delle Scienze (403-421). 

Laren^oni: Sulla deviazione dal piede della verticale di un grave liberamcnte ca- 

duto dalla superficie della terra sul fondo di una cava (759-784). 
Tura^T^a: Di alcune propriety degli assi di rota/ione (1221-1233). 

Serie VII*. — ToMO I (1889-90): 

Favaro: Ulteriori ragguagli sulla pubblicazione del manoscritti di Leonardo 

da Vinci (2$ 1-276). 
Padova : Moto di un cono circolare pesante che rotola sopra un piano inclinato 

(235.241). 

— Del moto di un corpo non soggetlo ad azioni acceleratrici (437-444). 

— II poten/iale delle forze elastiche di mezzi isotropi (445-451). 

— Intorno ad alcuni problemi di Meccanica* (547-562). 



AtU dell'Accademia Pontaniana. Napoli. 

Volume XIX (1889) : 
NobiU: Riflessioni geodetiche (79-89). 

Volume XX (1890): 
Is^ : Sulla deformazione elastica di un corpo isotropo (241-260). 



Berichte des natarwisaenBChaftlich-mediziiiiBChen Vereines 

in Innsbmck. 

[Vedi t, I, pag. 393. I volumi XVI e XVII non sono pervenuii]. 

XVIII. Jahrgang (1888-89): 

Dantscher von KolUsberg : Zur Collineation der Grundgebilde zweiter Stufe (86-96), 

XIX. Jahrgang (1889-90 und 1890-91): 

Stol^: Ueber die geometrische Bedeutung der complexen Elementc der analyti- 
schen Geometric (3-7). 



till KlUinedoin af Finlands Natar och Folk. 

Uigifna af Finska Vetenskaps-Societeten. Helsingfors. 

o 

Fyrationdeattonde Haftet. 



Bihang till Kongl. Sveoaka Vetenskapa-Akadeniieiia 

Handlingar. Stockholm. 

Tolfte Bandet (i 886-1 887): 

Bjorlino : Ueber die Comcidenzcurve der gew6hnlichen aigebraischen Differential- 
glcichungen crster Ordnung (N° 7: i-i6). 



f 
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Charlier : Otn utvecklingen af dubbelperiodiska Funktioner i F u r i e r*ska serier 

(N« 9: 1-24). 
Gylden : Integration afen icke-Iiniar differentialeqvation af andra ordningen (K"* y. 

x-iS). 

Trettonde Bandet (1887-1888) : 

Ascoli: Integration der differentialgleicbung l'fi = o in einer beliebigen Rie- 

ni a n n'schen Flache (N® 2 : x-83). 
Berger: Sur une generalisation des nombres ct des fonctions de Bernoulli 

(NO 9 : 1.43). 
Bjdrling: Zur Tbeorie der mehrdeutigen Ebenen-Transformation (S^ 8: 1-19). 

O 

Boblin : Om betydelsen af le^ande kraftens princip fdr fragan om dynamiska systems 

subilitet G^ X : 1-16). 
CavaJlin: Om konvergenter till bestamda integraler (N^ 3: 1-13). 



BaUatin dm la Sooi6t6 Philomatiqoa da Paris. 

[Fedi t. IV, pag. xy]. 

HuiTifiME SfeRXE. — Tome II (X889-90): 

Andri\ Sur les produits de facteurs variables (x 5 1-15 3). 
Laisant: Quelques propriet^s focales des coniques (X82-191). 
UauU: Notice sur M. Phillips (30-33). 



c Gunniogham Mamoira » of tha Ro3rid Iriah Acadamy. Dublin. 

N« I (June, x88o): 
Casey: On Cubic Transformations (1-X40). 

N* II (July. 1886). ^. 
N^ III (December, 1886). 
N° IV (June X887) : 
Ball : Dynamics and Modem Geometry'; A New Chapter in the Theory of Screws 
(1-44). 



Edacational Times and Joamal of tha Collage of Pracapiors. London. 

[Fedi t. Ill, pag. so]. 

New Series. — Vol. XLII (X8S9) — N. 339-344 (July-December). 
New Series. — Vol. XLIII (1890) — N. 345-356 (January-December). 



Giomala di Maiematiche. Napoli. 
[Fedi t. Ill, pag. 9]. 
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Giomale di Scienae Naturali ed Economiche. Palermo. 

[Fedi t. Ill, pag. 5o|. 

Volume XX (Anno 1890). 



American Joamal of Mathematics. Baltimore. 

[f^edi I. IV, pag. 27]. 



Annaes do Glob Militar Naval. Lisboa. 



Annali della R. Scaola Normale saperiore di Piaa. 

[Fedi t. IV, pag. 51]. 



Bulletin de la Soci6t6 Phyaico-Blathtaiatiqoo do Kaaan. 



in international de TAcadtaiie doe Scieiioea do Graoovio. 

Ann£e 1890: 

Dichstein : Sur la m^thode t^leologiquc de H o e n e-W r o n s k i (i 18-1 19). 
GosUwski: Sur la nature du mouve-.nent k Tint^rieur d*un 616ment fluide (27-30). 
MerUns: Sur la substitution de nouvelles variables dans les cxpressioos diff(§ren- 
tielles ($6). 

— Sur les fonctions ent!(;res d*un syst&me de mn variables formant m lignes 
et n colonnes (57). 

— Sur les fonctions enti^res et symtoiques (28$). 

OUarski: Sur la thirmodynamique des Elongations des corps ^lastiques (i 39-141). 
Raj'etvski: Sur quclques integrates d^fmies (61-62).' 

— Sur les integrates irrdguli^rcs des equations diiTcrentielles lip^aires (62-63). 



Bolletin Scieotifiqae. Paris. 
[Fedi t. Ill, pag. 45]. 

(iuATRi^ME ANNi^E (Annte scolaire 1889-90): 

BrhnUe : Comparaison des racines de deux ^uations du second dcgr6 ^ unc in- 

connue, non r^solues (273-276J 312-316). 
CatntnoUt: Q.uantite« alg6briques relies (204-2x1, 240-242). 
JabJanski: Sur le calcul approchd d'une racinc d'une dquation (166-171). 
Lon^hamps {de) : Sur ic centre de courbure correspondant 4 un point d'unc ellipse 

(239.240, 342-347). 
Meyerson : Les travaux de M. C h a r 1 e s H e n r y sur une th^ric mathtoatiquc 

de ^expression (98-100). 
RehUre : Apcr^u de I'histoire des math^matiqucs (276-278). 

Rend. Circ. Matem., t. V, parte 2*. 6 



42 B1BUOTBCA MATBMATICA. 

CiNQUi^ME Ann^e (Ann^ scolaire 1890-91): 
Cadettal et Perrucfjot : Sur la rectification et la polyscction approchdcs d'un arc de 

cercle (22-24). 
Deism : Note sur les in^galit^s et sysi^mes d'in^galit^s A plusieurs inconnues 

(128.133). 
Girard: M^thode pour ranger par ordre de grandeur croissante les racines de 

deux ^uations du second degr^ (240-242). 
Joffroy : Abr^viatton de la r6gle de la multiplication (283). 
Lisage: Lavis des h^licoides (243*245, 279-283, 319-324). 
Lebon: Remarques sur un probl6me de maximum de Fermat (337-339). 
Neuherg: Note sur la Syin^trie (164). 



Ballettino della Sk>ciet^ di Soiense Natural! ed Economiche 

di Palermo. 



Bulletiiiio Meteorologioo del R. Ossarvatorio di Palormo. 



CSompte-Randa aommaira des *86anoes de la Sooi6t6 PhilomaUqoe 

de Paris. ' 

[Fedi t. IV, pag. 17J. 

Akn^e 1889-90: Numiros 1-21 (seances du 26 octobre 1889 au 9 ao6t 1890). 
Ann^ 1890-91 : Num^ros 1-20 (stances du 2$ octobre 1890 au 8 aoQt 1891). 



Gomiinioasiooi a protoc<^li dalle sadute della SooieUi Matematica 

di Karkoff. 

[Fedi t. II, pag. 27]. 



Bulleiiii de rAoad^mie Royale dia Scienoda, Lettres 

et Beaux- Arts de Belgique. Bruxelles. 

[Fedi t. IV, pag. 32]. 

Tome XIX (janvic-juin 1890): 

Dimotdin : Note sur le d^veloppement en series des fonctions sinus, cosinus et de 

la fonction exponentielle (541-542). 
Deruyts (/.) : Sur les fonctions semi-invariants (255-272). 
Servais: Quelques propri6l6s des coniques (231-241). 

— Sur les centres de courburc des lignes d^crites pendant le diplaccment 
d*une figure plane dans son plan (241-245). 

— Sur les points caracl^ristiqucs de quclques droites remarquablcs dans les 
coniques (5x9-528). 

— * Sur la courbure dans les courbes du second degr^ (529-540). 

— Sur rhypcrbole 6quilat6re (759-763). 
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Tome XX (juillet-d6cembre) : 
Ceshro : Sur les demonstrations du thtorime deStaudt et Clausen (280-2S9). 
Deruyts (/.): Sur les covariants primaires (i 16-132). 

— Sur la reduction des fonctions Invariintes (265-27 1). 
Servais: Sur les involutions cubiques conjugu^s (272-280). 

— Sur les points d'inflexion dans les cubiques (4$ 3-462). 

Tome XXI (janvier-juin 1891): 

Deruyts (/.): Sur le nombre des fonctions invarlantes (437-451). 

Ocagne (^) : Determination du rayon de courbure en coordonn^es paralieies pone* 

tuelles (220-227). 
Servais : Sur la courbure des polaires en un point d'une courbe d*ordre n (362*367). 

— Theor^mes sur la courbure des courbes alg^briques ($87-594). 
Thiry: Distances des points remarquables du triangle (471-481). 



Mitteilongen der Mathematischen GesellBchaft in Hamburg. 

Band III, Heft i. 



Gomptea Rendaa de FAaaociation Franpaiae poor l^avanoeinaiit 

dea Scienoea. 

[Fedi t. IV, pag. 33]. 

XIX«« Session (Limoges, 1890) -2« Partie (Notes et Mcmoires): 

Berdelli: De Tincommcnsurabilit^ des angles des triangles rectangles en noni- 

bres entiers (186-191). 
Collignon'. Examen d*un lieu g^om^trique (38-49). 

— Problime de mecanique (loo-iii). 
Delanttoy: Probl^mes divers concernant Ic jeu (29-35). 

— Forpiules relatives aux coefficients du bin6mc (35-37). 
Fonlofieau: Sur T^quilibre d'^lasticit^ des corps isotropes (49-69). 
Gob: Sur quelques transformations de figures (1-18). 

Laisofit: Propridt^s du triangle— Orientation moyenne — Points 6quisegmcntaires 
(23-29). 

— Interpolation cin^matique (70-73). 

— Sur deux genres remarquables de courbes planes (74-78). 
Le Comu: Probl^mes de mecanique infmit^simale (204-213). 

Lemoine: Sur les triangles orthologiques et sur divers sujets de la g^om^triedu 
triangle (i 11-146). 

Longchamps (de) : Integration de I'^uation de Brassiae au moyen des fonc- 
tions hyper-bemoUllienncs (146-152). 

Matrot: Sur la decomposition d*un entier quelconque en une somme de pirr^s 

(79-81). 
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— Sur les r^sidus quadratiques (82-88). 

Niuberg: Sur les figures syraitriques successtves (18-2)). 
Parmentier (Le giftn^ral) : Sur les carr^s magiques (88-99). 
Pellet: Rayons de courbure et detorsion d'une courbc tracfie sur une surfaa' 
(200-202). 

— Sur une classe d*(iquations aux d^rivdes partielles (203-204). 
Scl)0ute: Quelques probl^mes sur les plans osculateurs (191-200). 
Tarry: Gtom^trie g^n6rale — La ligne. droite (152-186). 



Grteioa GleBiifloa. Barcelona. 
[redi t. Ill, pag. 60). 

ToMO XII (1889) : 

Bentabol: Nota sobre la teoria de la paribola de segUndo grado (289-290). 
Clariana y Ricarl: Geon^etrfa del porvenir (125-129). 

— Una cuesti<5n de geometria analitica (8$-88, 181-189). 
Herrera: Del orden infinitesimal infinitdsimo (400-403). 

— Una curiosidad num^rica (193-195). 

ToMO XIII (1890). 
Clariana y Ricart: Sobre el esplritu de las matem^ticas en los tiempos modemos 

Dometuch y Estapd : Caso particular de la curva de intersecci6n de dos cilindros 
(178-180). 

— Mis sobre integrales definidas con limites no finitos (i 21-124, 220-222). 
Herrera: Area de un poligono esferico (6-7, 25-26). 

— Proyecci6n de una curva paralelamente a su tangente en un punto (83-85). 

— Una curiosidad importante del andltsis (49-53). 

— Un caso curioso relativo d la constante de las integrales genenles (82-83). 

— Replica sobre las integrales definidas con Ii'mites no fmitos (217-219). 

— Variaci6n de una funci6n alrededor de un punto (289-293). . 



Jahrbvoh llbar die Fortsohritte der Maihematik. Berlin. 

[Vedi t. Ill, pag. 50]. 

Band XIX (Jahrgang 1887) -Band XX (Jahrgang 1888). 



Memorie dalla Sooietii Italiana delle Scieose (detta^ dei XL). Roa-u. 

[Vedi t. II, pag. 22J. 



Jaliraabarioht der K6iiigl. BShmiaohan GasaUaohafb 

der Wiflsenachafteii. Prag. 
[Vedi t. Ill, pag. 61 1. 

Fiir das Jahr 1889. — Fur das Jahr 1890. 
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Joamal de Math^matiques pares et appliqu^aa. Paris. 

[Vedi t. IV, pag. i6]. 



Memoirs of the National Academy of Sciences of Washington. 

[Fedi t. Ill, pag. $6]. 



llemorie della R. Accademia delle Scienze dell'Iatituto di Bologna. 

\Fedi t. Ill, pag. 12]. 

Serie quarta — ToMO X (Sezione delle Scienze fisiche e tnatematiche) : 

Caneva^i: Contributo alia teoria dci sistenii elastici (167-180). 
Dottati: Illustrazione al tcorema del Menabrea ($5-62). 
Padova: Sulla teoria generate delle superficie (187-214). 

Plncberh : Su alcune forme approssimate per la rappresentazione di funzioni (3-14). 
— Saggio di una genera lizzazione delle frazioni continue algebriche (103*128). 
Retali: Sopra due particolari trasformazioni plane quadratiche (147-165). 
Riccardl: Saggio di una Biblioteci matematica italiana del Secolo XIX (129-145). 
Ruffini: Delle curve piane algebriche che hanno potenza in rispetto a ogni punto 
del loro piano ovvero in rispetto ad alcuni dei loro proprii punti (63*76). 



Pamietnik Akademii Umicrjetnoioi inr Krako^e. 

Wydzial Matematyczno-Przyrodniczy. Krak6w. 



Annual Report of the Board of Regents of the 

Smithsonian Institution. Washington. 

[I'edi t. Ill, pag. 63]. 



Mtaioires de la Soci6t6 Royale dea Sciences de Li6ge. 

[Fedit, III, pag. 55]. 

Tome XVI (avril 1890) : 

Gob : Sur la droite et le cercle d*E u 1 e r (1-7). 

— Sur les cercles de Neuberg (1-14). 

Graindor^e: Integration des Equations de hi mccaniquc (1-290). 
Neuberg: Sur les figures affinement variables (1-12). 

— Remarques sur une transformation quadratique (1-12). 

Ocagne (d^) : Remarques sur une transformation quadratique birationnelle r^cipro- 
que (i-io). 

Proceedings and Transactions of the Nova Scotian Institute 

of Natural Science. Halifax. 

Vol. V — Vol. VI - Vol. VII. 
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Sitsungsberiohia der KAnigUch PreussiBChen Akftdamie der 

Wiflsenschalien su BerUo. 



TnuuMictioiiB of the Cambridge PhiloiKyphical 

[Fedi t. Ill, pag. 28]. 

Volume XIV- Part IV (1889): 

CayJey : On the Binodal Quartic and the Graphical Representation of the Elliptic 

Functions (484-494). 
Cbree: On the stresses in rotating spherical shells (467-483). 
Forsyth : Systems of Quatemariants that arc algebraically complete (409-466). 

Volume XV— Part I (1891) : 

Baker : On the full system of concomitants of three ternary quadrics (62-106). 

Cayley: Non-Euclidian Geometry (37-61). 

Chru : A solution of the equations for the equilibrium of clastic solids having 

an axis of material symmetry, and its application to rotating spheroids (1-36). 
Low : On sir W i I li a m T h o ro s o n's estimate of the Rigidity of the Earth 

(107-XX8). 



Mtiangas Maihtaiatiques at Aatroaomiquea tirte du Ballatin 
da I'Aoadtaiia Imp6riala da St.-P^tarabourg. 

[Vedi t. II, pag. 76]. 

ToMO VI (1881-1888). SeguUo e fine: 

Baklund: Bemerkung ueber das Auftreten von hyperelemcntaren Glicdern in des 

c Stdrungstheoric » (701-708, 709-728). 
Bonsdorjf', Zur Bestimmung der Constmten des Erdellipsoids aus Gradmessungen 

(613-621). 
Imchewtshy. Sur la transformation d*unc Equation difll&rcnticllc dc Tordrc pair a 

la forme d'une Equation isop^rimetriquc (539->>2). 
Imchenetsky et Bouniakowsky : Sur un nouveau nombre premier, annonc^ par le pen; 

Pervouchine (Extrait d'un Rapport fail A TAcadimie) (S)3-S)4^« 



Mtaioiraa da TAoadtaiia Imp^riala des Soiencaa de St.-P6tar8boarg. 

iVediu III, pag. 5>]. 

Tome XXXVII, N^ i (14 fdvricr 1889): 

Imcheiutsky : Mcmoirc sur rintigration des Equations dilTi&rentiellcs symdtriques 
(1-38). 

ToML XXXVII, NO 4 (16 mai 1889): 

Wild : Ncue Form magnetischer Variationsinstrumente und zugehdrender photo> 
graphischcr Kcgistrir-Apparatc mit Scalcnablcsung (1-50). 



PUBBL^CAZIONI P£RIODICHB. 47 

Archief voor Wiskunde. Amsterdam. 
[Vedi t. Ill, pag. 64]. 
Deel I (1875) — Deel II (1876) — Deel III (1877) — Deel IV (1878) 
Deel V (1879) — Deel VI (1880) — Deel VII (1881) — Deel VIII (1882) 
Deel IX (1883) — Deel X (1884) — Deel XI (1885) — Deel XII (1886). 
Deel XVI (i889)-Deel XVII (1890)— Deel XVIII (1891). 



Annales cle la Faculty dea Sciencea da Toulouaa. 

[I'edi t. IV, pag. 27]. 

Tome IV (Annte 1890): 

Andoyer: Sur les formules g^nirales de la M6canique celeste (K: 1-35). 
Appdl'. Sur une classc de poIyn6mes ^ deux variables et le calcul approch6 des 

int^grales doubles {H\ 1-20). 
Cosserat: Sur T^tude d'une courbe alg<^brique dans le voisinage d'un de ses points 

(0: 1-16). 
Duhem: Des principes fondamentaux de THydrostatique (C: 1-3$). 

— Sur le dSplacement^de T^quilibre (N: 1-8). 

Hermite: Sur les racines de la fonction sph^rique de seconde csp&ce (/: i-io). 

Humberl: Sur les coniques inscrites ^ une quartique (L: x-8). 

Jamet: Sur la thSorie des spheres osculatrices a une courbe (F: 1-8). 

Kamigs: Remarque sur un point de la thdorie des fonctions ellipttques (£ : i-4). 

Legoux: Sur un syst&me de courbes orthogonales et homofocales (D: 1-7). 

Mir(^ : Th^orie analytique du logarithme n^p^rien et de la fonction exponen- 

tielle (C: 1.35). 
Rivereau: Sur les invariants des Equations diff^rentielles Hndaires (M: 1-5). 
Sabatier: Sur la classification d^s corps simples par la loi p^riodique (B: 1*14). 
Slidljes : Sur les polyn6mes de Legendre (G: x-17). 

-' Sur les racines de la fonction sph^rique de seconde esp^ce (/: i-xo). 
Slauff: Sur de nouvelles fonctions harmoniques k trois variables analogues aux 
.fonctions thdtafuchsiennes (A : $-19). 

— Sur ceruins groupes fuchsiens formes avec les racines d*equations bindmcs 
(P: 1-25). 



Procaadinga of the Royal Iriah Academy. Dublin. 
Third Series — Volume I (1889-1891): 

Ball: A Note on the Determinant in the Theory of Screws (37S-378). 
Crofion: Note on the Application of Sj'mbolical Methods to the Solution of cer- 
tain Functional Equations (20-23). 
— Applications of the Method of Operative Symbols (600-611). 
Roberts (R, A.): On Modern Mathematics (X5X-156). 
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TarUioH : On a New Method of obtaining the Conditions fulfilled when the Har- 
monic Determinant Equation has Equal Roots (10-15). 
-— On the Determination of the Numerical Factors in the Expansion of L a- 
p 1 a c e*s Coefficients (i6-i9). 



Proo««diiigs of the Royal Sooieiy. London. 

[I'edi t. Ill, pag. 57). 

Vol. XL VI (From May 2^ 1889, to November 30, 1889) : 

EKott: On the Interchange of the Variables in certain Linear Differential Ope- 
rators (358*362). 

Vol. XLVII (From December 5, 1889, to April aij, 1890): 

Basul: On the Extension and Flexure of Cylindrical and Spherical Thin Elastic 

Shells (45-49). 
MaeMaboH : Memoir on the Symmetrical Functions of the Roots of Systems of 

Equations (176-178). 

Vol. XL VIII (From May i, 1890, to December i, 1890): 

Darwin: On the Harmonic Analysis of Tidal Observations of High and Low 
Water (278-340). 

Vol. XLIX (From December 11, 1890, to May 28, 1891): 

Basset : On the Rc*flection and Refraction of Light at the Surface of a Magneti- 
sed Medium (76-78). 

GrunbiJl: On Stokes Current Function (46-53). 

Larmor: On the Theory of Electrodynamics (521-536). 

Ltfve: Note on the Present Sute of the Theory of Thin Elastic Shells (100-102). 

Niven: On Ellipsoidal Harmonics (1-4). 

Rayleigh : On the Sensitiveness of the Bridge Method in its Application to Periodic 
Electric Currents ^203-2 17). 

Thomson : On Electrostatic Screening by Gratings, Nets, or Perforated Sheets of 
Conducting Material (405-418). 



El Progroflo Matom&tioo, 

PER16DIC0 DE matemAticas puras y apLaCadas. Zaragoca. 



Pabblioaaioni del R. Osaervaiorio di Palermo. 

[Vedi t. II, pag. 79]. 

Vol. IV (Anni 1884-1888). ' 



Racoolta maiematica della SocieUi Maiematica di Hooca. 

[Vedi t. IV, pag. 25]. 



MKETTA DA G. P E A V O. 



Wtdzial Matemattczko-Prztrookiczt, Knk6w. 

« 

Seeta II. — Tom I (1891): 

Mertens: O funkcyjach calkowitycfa symetrycxnych (333-^S*)- 
0!earski: Z tennodynamiki wydluzen dal sprdysn'ch (166-1S6). 



SitaniigslMrichia dar phyikal i ach e m^madioinisohan Sooieiit 

in Erlangen. 

21. Heft (1889). — 22. Heft (1890. — 23. Heft (1891): 

Tyler : Beziehungen zwischen .der Sylveste r*schen und der B e z o u t*8chen 
Determinante (33-128). 



Wisknndiae OpgavM. Amsterdam. 
[Fedi t. III. pag. 64). 

ViERDE Deel: 2, 3, 4, 5, -6 Stuk (1889-90).— Vijfde Deel: i, 2 Stuk (1891). 



Proceedings of the Cambridge Philoaophioal Sooietj. 

[Fedi t. Ill, pag. 9]. 

Vol. VI. — Part V, VI: 

BrUl (/.): On the Geometrical Interpreution of the Singular Points o($n Kqui* 
potential System of Curves (313-320). 

— A Method of discovering Particular Solutions of Grrtain Differential l^ua- 
tions, that satisfy Specified Boundary Conditions (344^3 58)« 

Bryan: Application of the Energy Test to the Collapse of a long thin plp« umkr 
external pressure (287-292). 

— On the Expression of Spherical Harmonics o( the Second Kind in a Finitt 
Form (293-297). 

Burbury : On the application oTLagrange's Eqiutloof to CffUin Physical pro* 

blems (329-331). 
Cayley : On the Wnodal quartic and the graphical rcpr«r«rfittfi/m of ffi« elliptic 

functions (343*344)* 
Forsyth : On Systems of Qnatemariants thaurr 4 If^ynk^Wy OH^ku (W^^t), 
Larmor: On Prof. Miller's Olm:rrations of 1kip^fftWi*f#fy(»j»|^^»^^j,^' 

Lave: The Motion of a Solid io a Liquid when the imp^\m f»4a<M to A coaak 
(270-281). •^'^•a 



so KBUDTBCA MATBMATICA. 

Stokis : Note on the Determination of Arbitrary Constants which appear as Mul- 
tipliers of Semi-convergeot Series (362-366). 

Thomson : The application of the theory of the Transmission of Alternating Cur- 
rents along a wire to the Telephone (321-325). 



Procaadtngp of the Canadian Institate. Toronto. 

[Fedi t. Ill, pag. 60]. 

THfRD Series— Vol. VII: Fasc. i (October, 1889). -Annual Report (1888-89). 



TranaaoUona of the CSanadian Inatitnte. Toronto. 
Vol. I — Part i (October, 189)) — Part 2 (March, 1891). 



Kjt Tidaakrifi for Mathamatik. 

Redigeret af P. T. F o I d b e r g og C. J u e I. Kjdbenhavn. 
AAleling A. - Afdaling B. 

I. Aargang (1890). 



TranaaoUotta of the Royal Iriah Aoadamy. Dublin. 

VolVme XXIX - Part I-XVI. 

Part I (1887): 

Ball : On the plane Sections of the Cylindroid. Being the seventh Memoir on the 
Theory of Screws (x-32). 

Part III (1888) : 

Akxmiiir and Thomson', On two*nosed Catenaries and their Application to the 
Design of Segmenul Arches (43-98). 

Part V (1889) : 
Bdll\ On the Theory of the Content (123-182). 

Part VIII (1889) : 

Ball : The eighth Memoir on the Theory of Screws , showing how Plane Geo- 
metry illustrastes general Problems *n the Dynamics of a ri^id Body with 
three Degrees of Freedom (247-284). 

Part IX (1889): 

Grows : The focal Circles of spherical Conies (285-302). 

Part X (1889): 

M*Cay\ On three similar Figures, with an extension of Fcuer baches Theo- 
rem (303-319). 



Part XI (1889): 
VruUm: On the Motion of » Partiek, and the Equilibrium of flexible Strings on 
a spherical Surface (jii-}44). 

Part XV (1891): 

WHUmuoh: On curvilinear Coordinates (sij-iiO* 



Annals of Kathsmatios. Charlottesville, Va., U. S. A. 

[VOi t. Ill, pag. 4}]. 

Volume V (1889-1890): 

Bofd: A simple Proof of a Theorem with reference to Tangents Touching a 

Surface in Two Points (109). 
CajUy: The Biiangcnts of the Quintic (ioj-110). 
CoU: The Linear Functions of a Complex Variable (131-176). 
Echols: The ProWem of the Polar Planlmeter (9-11). 

— Note on Perspective Projection (rs-16). 

Franklin: On the Hessian of a Product of Linear Functions (io;-ios). 

Hall: Note on Symbols (19). 

Harris : On the Invariant Criterij for the Beality of the Roots of the Quintic 
(217-118). 

Hi^: The Biungential of the Quintic ()}-40- 

Hill: The Secular Perturbations of Two Planets Moving in the Same Plane; 
with Application to Jupiter and Saturn (177-113). 

Howe : The Approxitnate Inscription of Certain Regular Polygons (12-14). 

HytU : On the Construction of the Parabolas given by Four Points (84). 

Jacohu : General Solution of the Transmission of Force in a Steam Engine, in- 
cluding Friction, Acceleration, and Gravity (69-8}). 

Kummtll: On the Method of Continued Identity (8;-98). 

Loud: Tangents Touching a Surface in Two Points (339). 

Macloikie: Formula for Integration (106-108). 

MeMaboH ().) : On the Expression for the Hessian of a Binary Quantic in Terms 
of the Roots (17 1 3). 

Ntu:son : On the Eccentricity of Plane Sections of Quadrics (1-8). 

Stone : On the Motion of Hyperion (41-64). 

— On the Motion of a Planet, assuming that the Velocity of Gravity is Fi- 
nite (99-I01). 




$2 MBUOTBCA MATBIIATICA. 

Sitsungflberiohia der mathomatiflch-physikAliacheii dasae der 
K. B. Akadamia dar Wiaaanaohaftao bu Mftnohan. 

[Vedi t. II, pag. 33]. 

Band XVIII (Jahrgang 1888): 

Bauer : Ueber Flachen 4. OrdnuDg, deren geometrische Erzeugang sich an 2 Te- 

tracder knupft (337-3 >4). 
Brill : Ueber die MultipliciUt der Schnittpunkte von zwei ebenen Curven (81-94). 
Maurer: Ueber allgemeinere Invarianten-Systeme (io3-i$o). 
Foss: Ueber einen Satz aus der Theorie der Form (15-19). 

— Ueber diejenigen Flachen, aufdenen zwei Schaaren geodatischer Linicn ein 
conjugirtes System bilden (95-102). 

Band XIX (Jahrgang 1889): 

Lommel: Die Curven gleiqher Lichtstarke in den Axenbildem doppelbrecbender 

Krystille (317-328). 
SisUger : I'eber optische Ungleichheiten m der Bewegung der Doppelsteme (19-32). 
Foss: Leber die conjugirte Transformation einer bilinearen Form in sich selbst 

(t S-211). 

— Ueber die mit einer bilinearen Form vertauschbaren bilinearen Forroen 

(183-300). 
— - Ueber einen Satz aus der Theorie der Determinanten (329-339). 

Band XX (Jahrgang 1890): 

FinstenvaUer : Ueber den mittleren Bdschungswinkel und das wahre Areal einer 

topographischen Fl&che (35-82). 
SiiUger : Ueber die interpolatorische Darstellung einer Funktion durch eine nach 

Kugelfunktionen fortschreitende Reihe (499*511). 



Pariodioo di Matamaiioa par rinaagnamaiito aaooodario, Roma. 

[Fedi t. IV, pag. 24]. 

Anno V (1890): 

Amaldi: Dimostrazione della periodicity nella espressione in seric infinite delle 

grandezze razionali (102-106). 
Besso: Sull*eguag1ianza a^ = ft* con a e b interi e positivi (12-15). 
Carlini: SulPeguaglianza o^ = {r* con a e b interi e positivi (i 17-1 19). 
Catania: Teoremi sui triangoli isobaricentrici (106-112). 
Dainelli: SulTequazione xy = y* con jc ed ^ interi e positivi (11 5-1 17). 
Delitala: Dimostrazione della fonnola che d.^ il volume d^un tetraedro in funzione 

degli spigoli (113-115). 
FraUini: Intorno al significato di alcune quistioni di probability (72-73). 
FuorUs : Sul numero delle division! nclla ricerca del massimo comune divisore di 

due numeri (9*12). 



PUBBUCAZIONI PERIODICBE. 53 

GambioH: Alcune formole relative a I tiriangolo (42-46). 

Gardmgbi: Delle pensioni vitalizi^ nel caso che le somme versate dagli assicarati 

siano da restituirsi, senza interessi, agli eredi (97-1 Ji). 
GiudUe : Sviluppo di arc, sen, x, Una formola di trasformazione per arc, tang, x, 

(33-35)- 
— Sopra una quistione di probability trattata recentemente dal Prof. Murer 

(73-»o)- 
LugU\ Un problema di aritmetica (i$-i7, 35*4o). 

Paternd: Una diniostrazione di corso intorno ai noti problemi sui poligoni rego- 

lari (178-180). 
Pesci: Dei circoli ctrcoscritti ai triangoli fomiati da n rette poste in un piano 

(120-127). 
Ribani: Contributo alio studio del tetraedro (1-9). 

Rindi: Un*osservazione relativa ad alcune quistioni di probabilitii (41-42). 
Vahri', SuH'insegnamento delta matematica nelle scuole classiche (46-49, 65-71). 



Bulletin des Sciences MathtaiatiquMi. 

[Vedi t. IV, pag. 29]. 

II« SfiRiE. — Tome XIV (1890): 
Melanges. 

Borel: Sur le changement de Tordre des termes d*une s^rie semi-convergente 

(97-102). 
Brioschi: Notice sur la vie et les travaux de Georges-Henri Halphen 

(62.72). 
CaUandreau : Calcul des transcendantes de B e »# e 1 

•'"^^ i,2,„nV i.(«+i)^i.2.(n + i)(« + 2) •••J 

pour les grandes valeurs de a, au moyen de series x:onvergentes (110-114). 
Cellirier: Note sur les principes fondamentaux de 1* Analyse (142-160). 
Cesiro: Sur la multiplication des series (i 14-120). 
Hamy: Sur le thC'or^me de la moyenne (103- T 04). 
Hermiie : Discours prononc^ devant le President de la R^publique le 5 aoiit , a 

Pinauguration de la nouvelle Sorbonne (6-36). 
Molk: Exposition de la demonstration donn^e par M. Wcierstrass dans les 

Si^ut^sberichte der Berliner Akademie (dicembre 1885), de cethtortoie: ic est 

un nombre transcendant (186-200). 
— Exposition de la demonstration, donn^e par M. Weierstrass, def 

r^mes de M. L i n d e m a n n sur la fonction exponentielle (228»S4i>^ 
Picard: Sur Tinversion dc rint^grale elliptique ct rirreductibiiiti de^ 

(107-110). 



54 BIKI0TBC4 lUmCATICA. 

— Sur le nombre des int6grales aMIiennes de premiere esp^ce (131-132). 
Samt*GirwuuH (ii) : G^n^alisation de la rhglm de convergence de Gauss (212- 

21s). 
Tamiery (P.) : Lis^e chronologique des pieces de la correspondance de F e r m a t 
qui seront publics dans les volumes II et III de ses GEuvres (i33-i34). 

— Sur no opuscule de Desargues (248«2$o)« 

Tarn): Sur quelques points dc la th6orie des nombres (21 $-218). 
Teixeira: Extrait d*une Lettre i M. Her mite (200-208). 
WUliot: Sur une gto^lisation de la formule d*interpolation de Lagrange 
(218-224). 



Sitmnigflbttriohia der maihematiach-physUnliachaa CSlaase 
der Kgl. BAhmiachen GoseUschaft der Wiasenachafteo ma Pmg. 

[Vedi t. Ill, pag. 62]. 

Jahrgang 1885 : 

f^A : Ueber die Aufldsung eines Functionalgleichungssy stems (63-67). 

Krejci: Ueber gleichkantige Polydder vom Krystallographischen Standpunkte (120- 

139)- 
Lercb: PHsp^vky k theorii fad nekone2n^ch (174-179). 

— Remarques sur quelques points de la thtorie 6I6mentaire des fonctions 
(400-414). 

— Expression analytique du plus grand commun diviseur de deux notnbres 
entiers (414-416). 

— Bestinmiung der Anzahl merkwurdiger Gruppen einer allgemeinen Involu- 
tion ii-ter Ordnung it-ter Slufe ($97-600). 

— Jedna v^ta z nauky o'funkcfch (3 $1-3 $3). 

Machovec: O stfedech kfivosti paraboli a hyperboH vyUfch stupn& (386-389). 
PilSek: O misti os pohyb&v koubor^ch, jimil Ize dilku ab do libovoln6 polohy 

a, b^ v prostoru pfev^ti (291-297). 
Pil^ : Beitrige zur wissenschaftUchen Behandlung der orthogonalen Axonometrie 

(648-661). . » 

Seydkr: O problemu df( a iiyx t^Ies (269-275). 

— O aequivalenclch zikladnfch druhft pohybu ($24-554). 

— O rozkladu stejnorod^ho pohybu (600-620). 

Solin : Ueber die Construction der Axen einer Kegelflache zweiten Grades (164-174). 
VtuOhk (/. S. e M. N.) O kfivkich ^tvrt^ho fidu se tfenii drojn^i body (96-117). 

— Nov6 vytvofovdn; svazku kulelose^ek (180-193). 

— O vytvofovdnf kfivek (202-223). 

— O kfivkdch 2tvrt6ho Hdu se tfemi a s jednim dvojn^ bodem a o kfivce 
dvojn^ch bodti (223-239). 



pubbucahohi pbriodichs. 55 

Jahrgang 1889 — I. Bakd: 

Ltrcb: Sur un thdor&me fondamental dans la thtorie des Equations difftrendelles 
(180-182). 

«-**ix (118-120). 

Jahrgang 1889 — II. Band : 

Lerch: O hiavnfch vlastnostech integrdlii Eulerov^ch (188-222). 

Machovec : Ueber Osculationsebenen der KrQmmungslinien der FUchen zweiter 

OrdDung (3 $2-3 $6). 
Sejdler: O interpolaci hodnot zivisl^ch na dvou argumentech (337-546). 
Sucbarda: O ploch;&ch normal ku plochdm posouvinf stupn^ 2tvrt6ho podle pro- 

nik&v s rovinou bitangentialnou (385-427). 

— R6sum6 des bohmischen Textes (426-427). 

IVeyr: O problemu projektivity v jednoduch^ch i!itvarech geotnetrick^ch (163-187). 

Jahrgang 1890 — I. Band : 

Ldska : Ueber gewisse Curvensysteme und ihre Anwendung zur graphlschen Inte- 
gration der Differentialgleichungen (222-225). 
Lerch \ O jist^ch v^razech pribuzn^ch integrdl&m Eulerov^ (i 37-141). 

— O nemoinosti hypothesy o jednom fluidu elektrickto (172-174)* 

— Bemerkung zur Reihentheorie (219-221). 

Machovec \ Pflsp^vky k vlastnostem normdl ploch druh^ho Mdu (i 19-129). 

— Ueber die Osculationsebenen der Durchschnittscurve zweier Fldchen zweiter 
Ordnung (142-147).^ 

PeUiek: Perspectivische Studien. Mit 5 Holzschoitten (175-214). 

Jahrgang 1890 — II. Band : 
Ldska: O rozvinovdni soufadnic elliptick6ho pohybu die &isu (197-203). 



Berichte aeber die Verhandlongen der K. Sfloliaiaolien OeaeMeoheft 

der WieaeiisoluiliBn bo Leipsig. 

(Mathematisch-Physische Classe). 
[Vedi t. IV, pag. 31]. 

ZWEIUNDVIERZIGSTER BaND (1890) *. 

Engel: Zur Invariaotentheorie der Systeme von PfafPschen Gleichungen(Zweite 

Mittheilungen) (192-207). 
Krause : Ueber die Multiplication der doppelt periodischen Functionen zweiter Art 

(24-54). 
— Ueber die Difierentialgleichungen, denen die doppelt periodischen Functionen 

zweiter Art (^ndge leisten (55-70, 268-283, 430-452). 

Lie (Scpbtis): Ueber die Grundlagen der (leometrie (284-321, 355-418). 



S6 BDUOTECA MATEMATICA. 

— Neuer Beweis des zweiten Fundamentalsatics in der Theorie der Transfor- 
mationsgruppen (453-477). 

^> Bestimmung aller r-gliedrigen transitiven Transforcnationsgruppen durch 
ausfiiihrbare Operationen (478-490). 

Mi^er {A.)\ Allgemeine integrirbare Formen von Differential gleichun gen erster 
Ordnung und ihre Kriterien (491-524). 

Keunuum : Neue Satze uber das elektrostatische und uber das magnetische Poten- 
tial (88-129). 

— Ueber einige Fundainentalsiitze der Potentialtheorie (327-340). 

Ricbteri Ueber die Systerae derjenigen Kegelschnitte, die eine bicirculare Curve 

4. Ordnung viermal beriihren (8-12). 
Robm : Die Raumcurve vierter Ordnung zweiter Species (Erster Theil) (208-244). 
Scbeibtier: Ueber elliptische Doppelsummen (130-152). 
Scbur: Beweis fur die Darstellbarkeit der infinitesinialen Transformationen aller 

transitiven endlichen Gruppen durch Quotienten bestindig convergenter Po- 

tenzreihen (1-7). 
Shtdy: Ein Reciprocitiltsgesetz in der Theorie der algebraischen Functionen (153- 

171). 

— Ueber quadratische Formen und Liniencomplexe (172-188). 

— Ueber die Bewegungen des Raumes (341-354). 

Wiener \ Die Zusammensetzung zweier endlichen Schraubungen zu einer einzigen 

(13-23)- 

— Zur Theorie der Umwendungen (71-87). 

— Ueber geometrische Analysen (245-267). 



MatheaiB. Gand. 
\Vedi t. Ill, pag. 55]. 

Tome DC (1889) • 

AuM (pan): Thtorhnes de (^^om^rie (18S-189). 

Bi^dky : Transform^ polaire de la d^velopp^e d*une conique par rapport i cette 

conique (135-136). 
Branded'. Sur les tangentes communes k deux circonfi&rences (271-272). 
Breton \ Sur une 6pure de G6om6trie descriptive (73-75). 
Brocard et Mansion', La formule d^Ozanam (i6i-i64, 181-182, 265-267). 
Casey; G(iom6trie ^l^entaire r^cente (5-57). 
Catalan: Sur une question d*Arithm^tique (249). 

— Reclamation de priority (250). 
Cesiro: fitude intrins^ue de quelques lignes planes (209-212). 
Clasen: Sur une nouvelle m6thodc de resolution des Equations llndaires et sur 

Tapplication de cctte m^thode au calcul des determinants (Supplement: 1-40). 
Dumoulin: Remarque sur une propriete fondameuale des Wronskiens (136). 
Fauquembergtie : Note sur requation indeterminee 1/4 ^ ^^4 — ^4 -j, jfn (241-242). 



PUBBUCAZIONI PE1UO0ICHB. 57 

Fottrier et Monge: Une discussion sur la ligne droitc (139-141)* 
Gelin', Probl^me de la droite inaccessible (93-94). 

— Note sur le paralldlogramme (134*13$). 

Fraticken: Sur un probl^me du quatri&me Livre de la G^omdtrie (109*1 10). 

— Th^orferaes sur les minimums (185-186). 

Gob: Notes de G^om^trie ricente (Supplement: 1-16). 

Jamet: Sur une Equation difF6rentielIe liniaire (250-251). 

Jerdbek: Lieu des points d*o£i Ton pent mener ^ une con ique deux normales rec- 

tangulaires (76). 
Laisanl: Rotation d*une figtm plane form^ de droites« autour d*un point iixe 

(150.1S1). 
Lebon : Sur les demonstrations de quelques propridtis m^triques du triangle (245- 

248). 
Langchamps (de) : Sur le cercle de Joachirosthal (153-1 56). 
Lucas (Ed.): Sur les coordonoies tripolaires (129-134, i73-i8i). 
MaJet: Quelques propri^t^s d*une quartique plane trinodale (89-93). 
Mansion: L*arc de grand cercle est ie plus court chemin d*un point k un autre 

sur la sphere (i 12-116, 212*214). 
Mantel'. Sur une projection imaginaire (2x7-219). 
Peano: Sur le determinant Wronskien (75-76). 

— Sur les Wronskiens (110-112). 

— Une nouvelle forme du reste dans la formule de Taylor (182-183). 
Russo: Sur un probl^me classique (96-97). 

Servais : Sur un certain cercle atulogue au cercle de courimre (i05*io6). 

— Sur le cercle osculateur (136-137). 

— Sur la rdversibilite de la transformation Hneairc (267-268). 

Thiri : Points d*inflexion du develpppement de la section plane d*un c6ne (184-185). 

Thiry: Note de G^omitrie dldmentaire (95-96). 

Vigarii : Sur les centres de similitude de deux cerdes (106-109). 

IVasteels : Propriety fondamentale des courbes parall^les (190-191). 



Joamal de MuthteMitiqiiMi HimBateirBB. Paris. 

[Vedi t. in, pag. 5 1 J. 

Ill* S^RiE. — Tomb III (AKMte 1889) : 

BifUT^ech: Application des d^tenninants ii la (leorotole (2i8*22)). 

— Note de Geomdtrie (53-55). 

— Propriet^s du triangle (73-77, 97-99f 121-122). 

— Sur le centre des disunces proportioooellet (123-127, I45-I49). 

— ^nation de la sphere circonscrite au titraMre de r£f(&reiice (241-243). 
Cemesson: Sur le pentagone r^guller (49-50). 

G. L. : Demonstration eiementaire d*un theortoie de M. Artit (149-151). 

— Sur les triangles caracterises (203-206, 234-237, 252*a$6). 

R0nd. Ore. Maim., t. V, parte a*. S. 



H. L, : Considerations g^n^rales sur les nombres (i^ai). 
Houffi Sur rinscription approch^ du nonagone rtgulier (14). 
LalbaUirUr : Sur la formule de Waring (5-10, 2^-29). 
Lauvemay\ Th^ortoies sur les transversales (11-14,' 5 1*55). 

— Sur le lyd* porisme (151). 

— Le thtor^me de Feuerbach (193*19$). 

— Sur le sixi^me cas de la resolution des tri>dres (217-318). 

— Sur iin probltoie de Geomitrie (265*269). 
Milne: Le theortoe de Feuerbach ()-$). 

Marti: fitude sur la (yeometrie 6iemenuire des scitions coniques (i$-iS, 29-32, 
SS-65* J^-^h 102.105, 127-134. iSi-157. i69^»79. 19S-203, 223.232, 243.2;2, 
269.280). 

Pomgy : Demonstration de la fomiule sin (^-f B)=sin A cos B-f-sin BcosA (lo-i 1). 

ScUertmsky: Un exercice de Geometrie (ioo*ioi). 

Figarii: Le I76« porisme d*Euclide et ses consequences (83.86). 



Cmwopim pro pistorAoi mathMiMitiky m fysiky. 

\redi t. Ill, pag. 4sl. 

Ro^NiK XIX (1890) : 

Fursi : O racionalnfch pom^rech obsahB n^kter^ch tiles soustavy krychlove (20-27). 
HermiU: Re2, kterou proslovil pft otevleni Nove Sorbonny (dne 6. srpna 1889) 

(177.207). 
JgroUmek: NekoUk phsp^kB k analyttcke geometrit kulelose&k (14-20, 76-82). 
fimg (V.) : Nekolik analytick^ch studii oplochich mimosmirek (zborcen^cfa) (82.91). 
Koch: Vysvetlen< a upotfebeni ndvodu Schellbacbova pH stanoveni maxima neb 

minima funkce o jedne neznime (129-144). 
KnuHl: O nikter^ch zvldhnkh iPadich nekone^^ch (70-7 ))• 
Machovee: O osdch hyperbolick^ch paraboloidB, etc. (65.67). 

— O stifedech kHvosti kiPivky integrilni (67*69). 

Resoluce pHjate mezindrodnim kongressem bibliografick^m vid mathemiltick^ch, 

konanym od 16. do 19. dervence (889. v Pahli (207.210). 
SeydUr: Poznimka k t. zv. Petrohradskemu probiemu (277-281). 
Stmad: Ellipsa prBmitem krulnice (12S-129). 
Shidnicka: PIFispevek k nauce o rovnicfch pfevratn^ch (1.9). 

— O rychiem odvozeni nikter^ch -IFad trigonometrickych (113.116). 

— Poznimka o ^islech Hamilton ov^ch (119.121). 

— Poznimky k analyticke tbeorii pi^imky (121.124). 

— O vyhledivini ^seln^ch skupin dvojmocninove stejnosti (124.126). 

-~ O irracionilnosti Ludolfmy (Die Hermit e<ov^ch pfedniiek sestavil) 
(225-229). 

— O pomiru funkci goniometrick^ch k n^kter^ v^az&m algebraick^ (249- 

253)- 



%9 

[Fsn t. m, pig. $3|. 
ni« s^itiE.— toVe m (Ann£e 1S89): 

Bdlibrani: Note sur la strophoide (i $2-155). 

— Note de gtonietrie (sur les liypocydoides a ) ou 4 rebronsaements) (269-277). 
Bmdm : Sor un groupe dt cabiques remarquables da plan d*im triangle (26$-a68). 
CataJam: Sur les branches mfinies des coarbes alg^briques (i45-i49, i69>i7i). 
DuMme: Sur la construction des tangenies aux cnbiqo es et anx qoartiqiies (149- 

isa). 
Laisaui: Sur le th^rteie de d*AIembert (77-S)). 
Lebam : Sur les surfaces admettant les plans de S3fnitoie da ti6tra£dre r6galier et 

du cube (105-106, 134*13^ xS9-i6a, I9)*i97> 219-222, 241-249). 
Uv/ (JL): Deuxitoe Note d'AIg^bre (10-12). 

— £tude d*ane courbe autour d'un point stngulier (73-77, 97*102, 125*130). 
Lemohu: Note sur deux faisceaux de ttoi$ droites (35-40, 60-64). 
Lomgcbamps (de): Sor la convergenee des fbnctions fitctorielles (13*17). 

— (luelques probltoies de gtomtoie pratique (30-34, 87-90, 106-109, 177*181). 
Imcos (Ed,): Sur le plus grand conimun diviseur algibrique (25*27, 49-50). 
Mangeoi: Dtoonstration du thtor^me de d*Al ember t (121-124). 

— Sur la resolution de T^uation du troisi^me degr^ (217*218). 
Pamey: Un probltoe sur le velocipede (174-176). 

Potdain: Des coordonndes tripolaires (3-10, 51-55, 130-134, 155-159, 171*172). 
Ftgarid: G^m^tnt du triangle (18-19, ^7*30t $$*$9i 83-86). 



Ill* S£rib. — Tome IV (Ann^ 1890): 

Amipus: Le theortoe de d'Alembert (145-146). 
BaJUrand: Sur un theortoie de M. Janiet (241-248). 

— Note sur la Kreu^curve (54-57). 

BoM/m -.. Sur un groupe de quatre coniques remarquables du plan d*an triangle 
(104-107, 124-127). 

— Probiemes sur Ic triangle (265-270). 

Darkens : Note sur le theor^me de Varignon (6-8). 
Frohv: Recberches sur les permuudons carries (8*xi, 25*30). 
Laisant: Llmite de Texpression 

^ Pi+Pt+ '" +Pn / 

lorsque m croit indefmiment (4-6). 
Langchamps (de): Un erratum ii la Geomitrie de la Regie (135*136). 

— Sur les paraboles de M. Artxt (149-153). 

Ocagne (dT) : Sur les nioyennes limites de deux nombces (195*198). 



6o ■KJonnciL iuthcatica. 

— Thtertoies de Gtanitrie infinii^sinule (3i-5))« 49*$a). 

P$Bit: Division d*uo arc de cercle, dans un rapport donn^ aa moyen de la r^gle 
et du compas (ioi*io)). 

— Rectiiicatioa approximative de Pare de cercle (lai-aia). 
Pam^: Sur un tbdorhne de determinants (3-4). 

— Thtertaie gdn^ral de convergence ($2-54). 

P^rnhdm: Sur trois thtortoes de Budan ($S-63« 79-82, 97-foi). 

— Sur un probltoe de M. Boutin ())-4i). 
ScbouU: Sur un cas d'intersecdon de deux Tores (7)-79). 
Sviebmkaf: Sur la polaire r^proque de T^icycloide (145*149, 169-170). 

— Les courbes et les surfaces dpicycloidales (317-220). 
Tissoi: Sur la multiplication des determinants (193-194). 
Figmi : Note bibliographique sur les cubiques (63-69). . 

G. B. G. 
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NDICONTI DEL CIRCOLO MATEMATICO Dl PALERN 



\ A panire d-i ^cntujo 1888 ^uaxn nexnUi niaicoutica u pubbliu per btdcoli MitMnrnli in-S 
ptiori clxcviri, 6 UicicaW totnuxia ugni aUiiu uii volutiiu tli drcJ jixf jioj^nc, die cmi))ircinle d 
noria a Cemunicasioai , 1* BibUoteoa HBtematioa. AI ralume v«niid iinnetsi gl'b 

Prc^fo itvl Tomo I (1884-1HS7) in-tt" sr»n3e.' di p4gmc vniH06 I*. M 

i> D s U (iKSH) m-S' jtraotlc, ili p»g\ne ]19 (due |)«rii) ... . L. : 

» . Ill (1859) in-ft' i^rande, di pdginE jji (due parti) . . L. ifl 

■ >i B IV (1890} in-Jt" fr4Htlc, ifi pipnc xiviu-f{0 (due pj(to. . . L. lti| 

V (1891) iiiB' at4i>iic dl p«g!lii« 40* (J'W pirri) L. 1 

l£ apcna I'jModnxinnc pel Tomo V (1891J al fruHO di L 15. ftancu di porio ii nini gl|^ 
t tiAtrale Poilitlt. Inv'un vsglia pt;itt4le al 

TBSoNere dol Circolo Matematioo, tIs Rng^leTo Sciiicao, j^, Paleram. 

MEMORIE E COMUNICAZIONI 

contenute nei tomi I, H, m, IV e V (lei RENDICONTI ''' 

,^ , ^ Alagna. R. (Palcrrno). 

I CondiTioiii pcrcht vaa fbmu dcll'otuvo orJiiic .tWiJa j puuti J.tpjil 

^'B 7 < I Iniornd xA ilciini cwi di iiiuItipltcM'^He ttiA^ ll«l|*e>;u-i'{'>iic d'otuwi otdinc . IV, 38' 
k CondUioni pcrchi due r<irmc k>i<|uudr4iii:br »un.-i in iovoliuloue ... ... 

Albeggianl, M. L. >(Pnii;frao''. 

j-SopM li; parcntcii Ji Pois^ .1, 6-y, 9-1 d 

J SopM un leorenu di Herini'-. . ...... 

I GcnefalixEjiioDe dl duo'teotcini ripwnUnti )e p«rcnk^ ifunline ju . 

1 Iiuomti lid jlcunc formole nelU icorica dellc fuiixioni cUillMic . . ... 

S j t I Llnet gi^d«rictic [raccute toprd taltfnc luperiirft'!'',''' . , 

I Rivbu tiiHiogriiicJ lu di uno scritiD del Signer Clascii. . . . . 

>ta^«<1iOSMrva4k"ii lulU NnU d«l prof. £._ G4id< rC'e«»-«^Sfetcal>l.i^iClKoli univuitl- 

e wrchi lUsi. io eoordi'iste Irilinwrl -..;..,. 




^ HDCCCLXXXIXi. 



>. rnf- f- a«T^<kt«*' 



'I dil u(mj>u d(] Cdiui 



B«ltr«ni. E. (Konu). 



Tb I Koic IliicR-tmtenulfche. (Lttiwa *I prof. Eraeito Cctkro) . 



pTi « » I SiilU fuiiitonv piiwuikle della circouluninn . 
^ T ; A [ SulU leodi iwuenlr Jelle wide pbne . . 



i/l Suflc iiMvc fnnildii^cntall del •iKiciiii linuari Jl curve pUae il^cboiJiL-. 



Berzolari. U- (Pavia). 

P4/ I Un nunvo leoreni* sitllv im-oltiiidni plane ..... 



gj a II B7ft I I M' 5 [ lutorno atta rappteseriueiuQ.; delli- ibmit 
IriqiMilniiicliu *utla cubic4 rdMm (due Note) 



Rgf I Sj|im U114 



i) j/ I Siii si*icr)ii rier 



Blttl.; E. {fm)i 

liclU ter^t;! I^iggc (fi K^plo 

Bortolotti. E. (Modiu). 

i del i" ofdiiic cil in ptnkaUn sai »» 

Brambilla, A- (NtLpoli), 



BBrali-FoPti, C. (Torino). 



II ^ M I l.c liiiet inofolc licllf rijtalc algclriclic .... 
I SopM i! sisleiiij Ui i]UJdriche ;lic hatiim I'o-pU pnUrc eon, 
I Sullc rrjsfomu/iiMii (j,a) chi.sipoispiioottonercincdiii"educ 

Galdarara, F. (PAlecno), 

I Sulli liCTU ilui ccuirl jrioonici <■ , , i ■. . - 

I SisK-nja di tireoli iikrc"'! a ""<; curchi Jjti, in coftriUnmo irilinMTi . . 

Cantone, A. (Paleniig). 



Capelli, A. (Naj 





B -I >-' I Sullc opcraiioni invirlaiitive Jelle funiioni dt n icrif 31 vxt'abiH * 
I L' i6a I Sopra un itiiinoseritta Jul defaoio prof. GautinOBfttA . . 



Bj/f I SopM un r«oroin« the »f eoUeg* itretKiiienii; colla fonnoU e\ie «ervc aJ oprinik-re 
le fiiniK; nlgfbrlchc Ji n writ d\ vnriablll n"'' pvr mer.r.a Ji potentc del deicf 
dcllc vambili c di fomn; chc Uiptitdono J.i aak n - i serur di variuhi'i 

Casorati, F. f 

ellc li"w punc .ilgclirkljv. (Oji uiu letlcM J G- »- tJ l 



I M' ; /' I S.I ijli 
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Castelnuovo. 6. fRoma). 

Vat applicaitiunc delU i^otiiclrij enumerjtivj ^llc curve alKctiricbc 



i gruppi ^ssocUti di piinil 



[ M' S^ I Su iiru Comutiicwionc Jcl s 
[M' 1 .Ja[ Sullo Mc*so -irRomcnt.i, . 



, Un 



[ M' 87| Siille supcrUcic ulgchriclie k cui ac.ioni pi.iriL- m)iuj tuc 
■ [M* 1.^3! I Sopra un icorunia dd sig. Humhert 

CaUlsn, E. {lAtge) 

I D6rt I Su> rt'i ^intiibrt-s dc Sc^iior 



Cepruti, V. (Roma). 



R7.i [ I'n^posM ,li 



I Tcorunu iujjii 4ii>,'0ti di iiii poli^i 
Intornv) ad iin.i dinmstrM^iunu di i 



CertO, L. (Palermo). 



uu icorcnu susli ango!oidi 
CesdPD, E. (NapoliV 



»■- i '"' 



[ | 111 1 SuH'uso dell'intcgraniono in alcunc questionl di . 
Jj/ I Imorno ad uiu ^ocsilonc di proluMlllA . . . 
R? I Sol mocj J'un piinto sollccituro vcrwi una rctu 



I liili'mw till) npfrcscaUitone del c^mplcuo Iimmtc i 
> Ire illnii:"S(iOpi . ■ 
Ql ] Siitle wporiitic j 



U() 



•uliu 



•^("■"' 






[ Pjfcl EMCHBote til un rcoreim di Noetb^r 

E-M' 1/ i nPTTI -i-i' " i .1- ■■'-■,. c J( wptrilj^.vi., . 

II 

D«l Ra, A. (Roicw). 

~)| y 3 I Su »ni Iud;|)U chc *1tMIMrji» mKo .tnuli0i!f tie fdmK KConMlrtae | 
rrrmlitpcnuti ill 3* spreiK.^j-ffiigltimtik'nti: rir«riu >ioc 4 ilur, .... 
I Oy I- .l^jMciini: prrf<rii:!>i f\'oinctridie chc ponvfabero citcrc utili netU tc " 

t««et ll"'111'<'X . p . 

t W' I f i Sull4co>ngniciM4(6,])dcllcfDEiccliciinlioooo)c«ippiiedip< < 
chcclw »i corri^MiJoiuvlnuiu ilctcfmitiuu uniogrjli* 1100 asitJi. 
Pi t it Pi I Sor (inu queuiiui ilcnicauiic de yOanitlTiie. . 
Qi ] Sul lisivBil liiiBiri u-pli di slere dl un ^tati'ia . . . 

i tuoKtiu di gec«uetria {irolenini aimvtkt m iiilouii tuoi caralltri i . ^ 

FowM. Q. (Pui^- 

I j)[ Sur iiiicltiucs jirupritfics iuvolmtfo del courSw algiibri^uL 
|M' )« I Sut ijiicl^uei ptuptlHii leUiivci mi poltiM d'lncMencc de« iltoiiet i*>ue*d'u 
c jicini ci rciicoiiirant iitic courhe pUttt dlfi^Mqtii •tfiW ihi minw inglv • . ■ 

Gflbbia, M. U'alemiu). 

Due Ecorcmi di Skcctalct ■ . . . . 

I O s ' K I Supu un4 iiL.i:silo"i;potuc ritolota muliii^iiMntvdJl ni^ior J. K. H*illii*li i_l.j_ 
I SfpT* u[i iMCt^D fwr roraure le c<{uactani * JvrrvaK panii«U, AlJt A 
Aiiwwttoiia tt\u guTicFMiricc di foroni FMUnic . 
!. yj<i« I liittftnu J Uiu Nou di V 4 1 c n I i n 11 C 

^ Kjfl II Ti^ I Su CBfii; fuoeioni ppimmri di tmuc dillUH In IM» ,lo ^wio inliniw J 
I.Propusuiuni tmi.l inti-ntiti linWi, Statiu dvi ccrpi cUxiCl . . 

Gertaldi, F. (Pulermo), 
I SulU reaUU dci punti c dcDc t4ngciiii couiuni « due eonidic 
t ITn teordoa iali'HcMinna d'uaa famw lHi>ad« . 



I Sulk (aima binaria cubic4 Ill, sjt 

/» j Sui ptiiiti teiMdci dellc curve jlgcMchc pUnc tV 

OiudJOe, F. (P-ilenno). 
I iMlia dctLTniin4iionc dellc t*dM rc^U delle eqtuiioni a cMffipctiil numcrici rcalL. 

I Un KOKftt» mile sostituzioui ... 

I Sullc cquuiooi irreducibiU di ;!i 
"j §opra U dccermiRiiiotie Ji funa > 

) due variabili. Un'ouervaxione relaUvii alU ca»ianlc chc comiMffi wsgli «vi> 

lupf^,^ »crfe dellc fonHooi drcoUri 

I Hue j ^tti*po*M a due tw*epf>iiijiii Jel prof. C. Pen no Milbi Ni>U prccedcntc . . , . 

I B I c [. Farmole lui delennin4nti 

I Per una ComiinlciUionu chc mi riguitnlj . 




I_2_L 



1 1 K 14 i I Sui nuimtf po'Icdrtci . . ," . 

I Sulla poMibitKil (11 lutrdonf di netstf vilon:, ^.-^ui 

I Due leoreml sullc icrlc J termini powiivi . . 



iDiiiL Ri>poiu a\ pror. Vivanti. . 
I D J J I Osscrvaiioni sulle serie . . . 
I Diax 1^ LJ.i auwo criterio dl convergent 



■ », i:5-17g, 379* 



I D J a« I Per un recentc arilcolo del Mg. f Q^t^o 
^ p I fl j Sullc succession! .... .... 

I D 3 "^ j Sui proJolii infinili j. fjtiorc gcncrali^ vv 



Giuliani. G CLui:c3j. 



I Sulla (utijione /:fi) . 



QUDCia. G. B. (,Pjier[no\ 



i^Iiiichc Ji ir.tsrormaiiuni CrsinotiLioe 



Huensionc Ji 



I teorcnu i(.il t:iciinvriri(ntc >[i due cprvc algebriclie 



vl 3 :-.,.. 



.,,^„ 



H* If [ Sopra alcune focmole del sijjnor Piciju 

Tcoreral sullc trasTorTnaiioiii CrcinoJilJitc ncl pUno. t^stensiortt di alcua! Udt 
It »ulle irairoitniMoni qu4dtjtiche 
dt prloriU. 





Segre, C. (Torino). 
if I Sui iiuemi Havtri tli ciim pitm tlf^brkhc'di psitK f . (.EumRq di Leoen al 

dott G.-B.GyceiO' .; 

L AlcuiK coMUeraihiaE etonenUri Mtl'iacidenu di rate t fbiti ttello ipui<) ■ fuat- 

tro ^iiiicnsKxii ......,(....... ...• • 

I Un'osicrvaxioni: tui lisiciiii Jl rcttc dci^li ip«ii wipvriiirt ........ ^ 

Qj I Sullc virieti chc nppreiennno Ic co|>pic di ^H di due puni o ipaii .... 

Steraa, 6. (Foggia). 
' 17 m^ Conjiiiofic p;niiictricj |<ur t* rc^iiMd^ipuniJi.' ile'tc Udpentj (oiDuiii diluccniiichiL-. 

Sitrkoff. A. (Odcm). 

] Suf un pTubl^niu do i:.ikul dc» variitiont' . '-. '■','\ . . - . . 




Torelli. &. (falermo). 
Icni- cubicji di uu* funm hinAriN cutiic4 

VMturi, A.-(WteTnio). 
yciiurjlu di cumpenuiiont .inicoUrc . . 

ViMiti, P. (Uvono), 
<»,!) 

ViMMi, 6 vMMHiva. 

iIlTiimIc |ur«i'! del i" Otiinc . 



I H8./ I ^Sulk cquj, 

I Siille fundoiii 4J inliniti v»'oti 
[~D4e I .^iicoM »ullc fuiuioiil *d irtlnltT vali 
I D4 C I Sullc furujolti jnilllichi: 



HD )./P<| 0«Krvadoni «ui punli sjngaUri e&tctiitUli ......«.', 

Sulk squiKioni algcbricO'diHercniMli del primo ordlnc (due N^tcj . 
[ D I J I SopM atcune CoiRunicuioni del prol'. i-. GiuJI<c. . 

jilprof. qiudicc. > .' 



I P'' f I Sulic (MsrorniJiioni JicoiiiJt(ochetn«rorin«oo um tviluppabilc in urn ivtluppaMlc. 

[ P 6e I Un problciiM sulk traiformaiioni Ji contaito 

Voltem. V. {Van}. 

I H-tii j Sulln icorij iltflW B^uwioni Jitfurcn^ialj linori 

{ H 9 J' I Sulij integri'ioiic ill iin sistema di cnuj/mm dit!crcn«iali j dcr>v4Cc par/i.ili ?lw »i 
preseaU nella leotia liclle furaioni coniugire ; . , , 

VriBS, 1. d* (Kampcn). 

I ■ ■' 

I Q, .|u Sur les c on figu rations pUnct ilont clu'^uu point tupportc deux Uroiies. (K\irjit d'unu 

Lcttre N(t resale A Mr. V, MarCinetti) Ti : 

I B ti | [ ~V6<^ I Involuiicn* cubkiues tijns Ic phn complete ... V^ ! 

ZeuthM, H.-fi. (K)6bcnhavn), 

I M' 2 fr [ EKlriil d'unc Utlrc .idressic i M. Guccta 



CAZIONE DEI RENMCOW 




TOHO I (nurzo iK8,^— lugliu i»t>7}: 

I^iiurxo i8H4-in>n.i [S80 ~ I'xrtc iintoi ; p. 1-44 , ; luftliu 

^ H {sprite iMj^ptilc iSSS.) — • ■ ■ 4j- 1)1 17 scttciibfB 1 

I (iiMg|ci[> iSRS-giapio i8S6) — <■ * « 9}-ij6 . . )i dlccnthra 

R<Mvcrtibn; i886-luBli<i i88;>- ■ • ■ jj?-^ (i-vtrt) . ^ ; . -v-^^ a» • 





TOMO II (;inno iSSS): 






I (gL'nnjjo-lchbMirt) 


- Pjrtf T'; p. I- |8"p4ri« 


i':p. i-K 


. 18 jpri'« 


II (n-itiei aprilc) 


-,..•, .,9- io ~ ■ 


• iMi 


. 18 tpHfa! 


HI (lll4gRtO-niUf!llO) 

IV {Iu|ilio..p)«o) 


— . . » 81-iw- • 


■ HM°, 


. 30 P"^" 


- 9 " . iii-iij— » 


> 4t-S« 


. 16 aitoMo 


V (MticnibiiMJHobre) 


- - « .. iij-is»— • 


• J7-7» 


. 19 oUDbtfl 




- <. - ».,SM)«^'i 


• -)-S( 


. 14 dkcrnh 



Fmo. I (gcnnaj4>rct<t'r4ju) 
■ II (iiwrxo^prile) 
« III fmiggio )!iu|tno) 
« IV a V (lu(;l.-ago*io c <M!it.-()[i.) - 
)j VI (iiovembre-diMitibri;) 



III (anno (889) : 

I*; p, I- 4fl — IVnc »"; p. 1-t* . , u W'i>'*H>5 

. » 41. 96— » • » i7-»4 . ■ '»> 

» ' 97-14* - • • J^JJ . . T giugno 1 

. - I U-Hl - ■ « « j«-j« . . w j|!ml« 1 

" t. ii;-ia4 — ■ « • {7-68 . . ;i dicemtir 



» 1 

I 



1 1 II(Bcmi.-ftfb, cms 

IT (lugliD-jigoMo) 
1^ (scttcmbre-nriobre) 
I (novembtc-diccnibrc 



TOHO 1%' (.mno 1890): 



I. 64 — P4T1C J»; 

131-176— » ■ 
i77-i4a- » . 



1'OMO V Oiiuio 



I B II Cf!enn.-fcb. c m«rJio-apr.) - 
I (miggio-Biugiio) 

' • V (higI,-.iROMo sfti.-otr,) — 
[ (novcnibre-dicL-inbre) 



S().ij6~ 
1(7-2(8- 
149-i)' — 



SJ-}] . . >i aprilc i4j 
}l-$4 . . 34 dicemtwe 189 



■r 

i 



~ - jV_ V 



'^c^- 



\ 



^4^ 



\ 




